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Lisez et relisez ce cours afin d’être presque aptes à le refaire vous-mêmes. 

 

 

« Le travail : ÊÌɯØÜÐɯÌÚÛɯÚÜÚÊÌ×ÛÐÉÓÌɯËɀÐÕÛÙÖËÜÐÙÌɯÜÕÌɯËÐÍÍõÙÌÕÊÌɯÚÐÎÕÐÍÐÊÈÛÐÝÌɯËÈÕÚɯ

le champ du savoir, ÈÜɯ ×ÙÐßɯ ËɀÜÕÌɯ ÊÌÙÛÈÐÕÌɯ ×ÌÐÕÌȱȮɯ ÌÛɯ ÈÝÌÊɯ ÓɀõÝÌÕÛÜÌÓÓÌɯ

ÙõÊÖÔ×ÌÕÚÌɯËɀÜÕɯÊÌÙÛÈÐÕɯ×ÓÈÐÚÐÙȮɯÊɀÌÚÛ-à-ËÐÙÌɯËɀÜÕɯÈÊÊöÚɯãɯÜÕÌɯÈÜÛÙÌɯÍÐÎÜÙÌɯËÌɯÓÈɯ

vérité ». 
Michel Foucault, Jean-Claude Milner, Paul Veyne et François Wahl  
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Ce cours est construit en trois parties. La première, intitulée  « VECTEURS ɬ 

TENSEURS-PROBLEMES RELATIFS AUX  CHANGEMENTS  DE REPERES ɬ 

SYMETRIES », introduit la notion mathématique de tenseurs, qui permet de 

représenter des grandeurs ou propriétés physiques, et de les relier entre elles.  

 

On trouvera ensuite dans ce cours des éléments traditionnellement dits de 

« mécanique milieux continus  » (deuxième partie) où le milieu, considéré comme 

continu, se prête ainsi à un traitement mathématique simplifié, qui néglige en 

particulier la discontin uité de la matière due à sa structure ãɯÓɀõÊÏÌÓÓÌ atomique.  

Ainsi on peut utiliser des fonctions continues et dérivables pour décrire la matière, et 

assimiler les petits déplacements ou petites variations à des différentielles, dans la 

plupart des cas. Cette deuxième partie, intitulée « PROPRIETES MECANIQUES  DE 

LA  MATIERE  - ELASTICITE STATIQUE - ELASTICITE DYNAMIQUE  », traite des 

déformations élastiques statiques et dynamiques de la matière considérée comme 

milieu continu.  Les vibrations de la matière qui sont abordées sont celles qui 

apparaissent en proximité du centre de la 1ère zone de Brillouin.  

 

Dans une troisième partie, intitulée « VIBRATIONS  ATOMIQUES,  

PHONONS  », ÓɀÈ××ÙÖÊÏÌɯËÌÚɯ×ÏõÕÖÔöÕÌÚɯËÌɯÝÐÉÙÈÛÐÖÕɯɯËÈÕÚɯÓÈɯÔÈÛÐöÙÌɯÌÚÛɯõÓÈÙÎÐÌɯÌÕɯ

prenant en compte la discontinuité de la matière qui apparait en prenant en compte 

ÓɀÈÚ×ÌÊÛɯÈÛÖÔÐØÜÌȭɯ"ÌÛÛÌɯõÊÏÌÓÓÌɯËÌɯËÌÚÊÙÐ×ÛÐÖÕɯÎõÕõÙÈÓÐÚÌɯÌÛɯËÖÕÊɯÐÕÊÓÜÚÌɯÓÌÚɯÙõÚÜÓÛÈÛÚɯ

ÖÉÛÌÕÜÚɯËÈÕÚɯÓɀÈ××ÙÖÊÏÌɯÊÖÕÛÐÕÜÌȭ 

 

 ÜɯÛÖÛÈÓɯÐÓɯÚɀÈÎÐÛɯËÖÕÊɯÐÊÐɯËÜɯÛÙÈÐÛÌÔÌÕÛɯËÌɯÓÈɯÔõÊÈÕÐØÜÌɯËÌÚɯmilieux denses, 

ËÈÕÚɯÜÕɯ×ÙÌÔÐÌÙɯÛÌÔ×ÚɯËÈÕÚɯÓɀÈ××ÙÖßÐÔÈÛÐÖÕɯËÌÚɯÔÐÓÐÌÜßɯÊÖÕÛÐÕÜÚȮɯ×ÜÐÚɯ×ÙÌÕÈÕÛɯÌÕɯ

compte  la structure atomique de la matière, dans le cadre des approximations 

adiabatique et harmonique, typiques de la physique des solides. 
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VECTEURS – TENSEURS-

PROBLEMES RELATIFS AUX 

CHANGEMENTS DE REPERES - 

SYMETRIES  
 

 

 

 

 
I. Loi de Curie  ou : « Comment trouver un lien élémentaire entre cause et effet » 

 

« Dans un processus physique la symétrie des effets est supérieure à la symétrie des 

causes : on ne ×ÌÜÛɯ×ÈÚɯ×ÌÙËÙÌɯËÌɯÚàÔõÛÙÐÌɯÈÜɯÊÖÜÙÚɯËɀÜÕɯ×ÙÖÊÌÚÚÜÚɯ×ÏàÚÐØÜÌȭ » 

 

Exemples (développés en séance) : 

¶ 1õÍÓÌßÐÖÕɯËɀÜÕɯÙÈàÖÕɯÓÜÔÐÕÌÜßɯÚÜÙɯÜÕɯÔÐÙÖÐÙ : la loi de Curie montre que le 

rayon réfléchi est dans le plan défini par le rayon incident et la normale au 

miroir  

¶ +ɀÈÊÛÐÖÕɯ ËɀÜÕɯ ÊÏÈÔ×ɯ ÔÈÎÕõÛÐØÜÌɯ ÚÜÙɯ ÜÕɯ ÍÐÓɯ ×ÈÙÊÖÜÙÜɯ ×ÈÙɯ ÜÕɯ ÊÖÜÙÈÕÛɯ

électrique : la loi de Curie montre que le fil est soumis à une force qui se 

trouve dans le plan perpendiculaire au champ magnétique  

¶ +ÈɯÓÖÐɯËÌɯ"ÜÙÐÌɯÔÖÕÛÌɯØÜÌɯÓɀÌÍÍÌÛɯ×ÐõáÖõÓÌÊÛÙÐØÜÌɯne peut avoir lieu que dans 

ËÌÚɯÔÐÓÐÌÜßɯËÖÕÛɯÓÌɯÎÙÖÜ×ÌɯËÌɯÚàÔõÛÙÐÌɯÕÌɯÊÖÕÛÐÌÕÛɯ×ÈÚɯËÌɯÊÌÕÛÙÌɯËɀÐÕÝÌÙÚÐÖÕ 

 

A partir de ce point l e problème posé est celui de la traduction  mathématique de la 

relation entre causes et effets. 

 

Dans les milieux anisotropes une cause C appliquée suivant une direction donne 

naissance à un effet E(C), en général non parallèle à la cause. 

Illustration  : dans un milie u non ordonné on a une relation scalaire entre champ 

électrique appliqué et densité de courant induite  : Ej
CC
g= . Par contre dans les 

milieux anisotropes j
C

 et E
C

 ne sont généralement pas parallèles. 
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La notion de « tenseur1 » È××ÈÙÈćÛɯËÖÕÊɯËöÚɯɯØÜÌɯÓɀÖÕɯÝÌÜÛɯõÛÈÉÓÐÙɯËÌÚɯrelations 

linéaires  entre causes C et effets E dans les milieux anisotropes. 

 

Si C et E sont des grandeurs vectorielles, en se limitant au domaine linéaire la 

relation entre les composantes C1  C2   et C3 des causes et E1 E2  et E3 des effets fait 

intervenir 9 cœfficients  A ij   

 

Ci ou Ej et A ij  sont de natures différentes : 

¶ Ci ou Ej sont des grandeurs physiquesȮɯÌÓÓÌÚɯÊÈÙÈÊÛõÙÐÚÌÕÛɯÓɀõÛÈÛɯËÜɯÔÐÓÐÌÜ 

physique, elles peuvent être nulles ou non 

¶ A ij  ces coefficients caractérisent une propriété  du matériau, ils ne peuvent pas 

être tous nuls. 

 

 

Quelques exemples de tenseurs : 

 

¶ tenseur de rang 0 (scalaire) :  

-  densité, chaleur spécifique (propriétés) 

-  température ȹÎÙÈÕËÌÜÙɯËɀõÛÈÛɯËÜɯÔÐÓÐÌÜȺ 

¶ tenseur de rang 1 (vecteur) :  

-  pyroélectricité (propriétés)  

-  ÊÏÈÔ×ɯõÓÌÊÛÙÐØÜÌȮɯÍÖÙÊÌɯȹÎÙÈÕËÌÜÙÚɯËɀõÛÈÛɯËÜɯÔÐÓÐÌÜȺ 

¶ tenseur de rang 2 : permittivité  diélectrique Ὀi  e Ὁj 

¶ tenseur de rang 3 : piézoélectricité Ὀ  Ὠ  Ὓ   

¶ tenseur de rang 4 : élasticité Ὕ  ὅ Ὓ  

                                                 
1
 On pourra se r®f®rer ¨ lôexcellent cours de Richard Feynman  ç Electromagnétisme » Tome 2, Chap. 31 : 

Tenseurs 
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II. C oordonnées covariantes et contravariantes 

 

Soient une espace vectoriel E et deux bases dans cet espace { }ie  et { }'ei
 i = 1,  2,  3 

 

'ea'eae i

i

ji

i

i

jj ==ä
  

 
ÌÕɯÕÖÛÈÛÐÖÕɯËɀ$ÐÕÚÛÌÐÕ : sommation sur les indices répétés 

  

( )( )
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

=
3

3

3

2

3

1

2

3

2

2

2

1

1

3

1

2

1

1

321321 '''

aaa

aaa

aaa

eeeeee
     

 

 

 
Problème de la transformation des vecteurs et de leurs coordonnées dans un 

changement de repère : 

 

soit 'eVeteV,EV i

i

j

j ba ==Í  

donc 'ea'eVe i

i

j

j

i

i

j

j aba ===  

 

Remarque : pour représenter les vecteurs on utilise ici la notation  : appelée « bra » 

pour les vecteurs lignes et  appelée « ket » pour les vecteurs colonnes, provenant de 

ÓɀÈÕÎÓÈÐÚɯ« bracket » : signifiant « crochets ». 

 

On a donc : i

j

ji aab= de même  
j

k

kj bba=  

ËɀÖķɯ kj

k

i

j

i ba bb=  donc i

k

j

k

i

jba d=    et [] []ij
1i

j ba =
-

  

Indice de ligne 

Indice de colonne 

Sommation sur 

les lignes 
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on pourra donc écrire : 
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En physique dans 95% des cas on travaille avec des repères orthonormés. Dans ce cas 

la matrice de changement de base est unitaire, et on a : 

 
soit : i

j

j

i ba =  ËɀÖķ :  

 

 

'eae i

i

jj =     j

i

ji ea'e =  

ii

j

j a ba =      
ji

j

i aab=  

 

 

  

 

Ŭ 
j 

ɓ
 i 

 

 

 

 

 

 

 

Sommation sur les colonnes 

covariant 

 

contravariant 
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on change alors ËÌɯÕÖÛÈÛÐÖÕɯÌÕɯÈÔÌÕÈÕÛɯÓÌÚɯËÌÜßɯÐÕËÐÊÌÚɯÌÕɯÉÈÚȮɯÓɀÐÕËÐÊÌɯËÌɯÓÐÎÕÌɯ

devenant le premier des deux : 

 

'eae iijj =      jiji ea'e =  

 

iijj a ba=      jiji aab=  

 
III. Notion de tenseur  

 

III  ȭƕȭɯ3ÙÈÕÚÍÖÙÔÈÛÐÖÕɯËÌÚɯÊÖÔ×ÖÚÈÕÛÌÚɯËɀÜÕɯÛÌÕÚÌÜÙ 

 

Soient deux repères orthonormés munis des deux bases suivantes ( ) ( )'eete ii  

Soient deux vecteurs et leurs coordonnées dans les deux repères : 

 

() ( )'petp:p ii    () ( )'qetq:q ii  

 

i = 1,2,3 

 

ces deux vecteurs représentent des grandeurs physiques reliées entre elles par une 

propriété traduite par un tenseur ╣. On peut écrire les relations suivantes : 

 
▬░ ╣░▒▲▒ et  ▬ᴂ▓ ╣ᴂ▓■▲ᴂ■  

 

soit : 

3

2

1

333231

232221

131211

3

2

1

q

q

q

TTT

TTT

TTT

p

p

p

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

=
  

   

 

Indice de ligne Indice de colonne 
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et : 
3

2

1

333231

232221

131211

3

2

1

'q

'q

'q

'T'T'T

'T'T'T

'T'T'T

'p

'p

'p

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

=
 

 

 
or   ▬ᴂ▓ ╪▓░▬░ ╪▓░╣░▒▲▒ 

de plus ▲▒ ╪■▒▲ᴂ■   

 donc  ▬ᴂ▓ ╪▓░╪■▒╣░▒▲ᴂ■ ╣ᴂ▓■▲ᴂ■          

 
soit :      ╣ᴂ▓■ ╪▓░╪■▒╣░▒      et  ╣▓■ ╪░▓╪▒■╣ᴂ░▒ 

   

 

par ailleurs  :      ●ᴂ▓ ╪▓░●░  et  ◐ᴂ■ ╪■▒◐▒            

 

donc :       ●ᴂ▓◐ᴂ■ ╪▓░╪■▒●░◐▒   

 

"ÌɯØÜÐɯËõÔÖÕÛÙÌɯØÜÌɯÓÌÚɯÊÖÔ×ÖÚÈÕÛÌÚɯËɀÜÕɯÛÌÕÚÌÜÙɯËÌɯÙÈÕÎɯƖɯÚÌ transforment comme 

un produit de 2 composantes de vecteur. 

On admettra que cette propriété des tenseurs de rang 2 se généralise aux tenseurs de 

rang n soit : les composantes d’un tenseur de rang n se transforment comme le 

produit de n composantes de vecteurs.  Ainsi o n écrira : 

 

ὃᴂȣ ȣ Ễ╪░■╪▒□╪▓▪ȣὃȣ ȣ 

 

"ÌÊÐɯ×ÙÖÝÐÌÕÛɯËÌɯÊÌɯØÜɀÜÕɯÛÌÕÚÌÜÙɯËÌɯÙÈÕÎɯn peut être considéré comme le produit 

tensoriel de n tenseur de rang 1. 

 

III  .2. Eléments de symétrie des cristaux et composantes indépendantes des 

tenseurs (réduction des tenseurs) 

AȱÐÑÒȱ sont les composantes, dans un repère Ox1x2x3 ËɀÜÕɯÛÌÕÚÌÜÙɯÛÙÈËÜÐÚÈÕÛɯ

ÜÕÌɯ×ÙÖ×ÙÐõÛõɯËÖÕÕõÌɯËɀÜÕɯÊÌÙÛÈÐÕɯÊÙÐÚÛÈÓȭ 

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills


Mécanique des milieux continus et denses - Elasticité, ondes élastiques   

Licence de Physique 3ème année UE SLA3OMMD  

Yann VAILLS – date de dernière mise à jour  : 06/09/2019 

"ÌɯÊÖÜÙÚɯÌÚÛɯËÐÚ×ÖÕÐÉÓÌɯãɯÓɀÈËÙÌÚÚÌɯÚÜÐÝÈÕÛÌ : 

 http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills    13/85 

 ɀȱÐÑÒȱ sont les composantes de ce tenseur dans le même repère et pour une 

orientation nouvelle du cristal  obtenue en appliquant une opération d e symétrie S, 

appartenant au groupe de symétrie ponctuelle du cristal.  

(ÓɯÙÌÝÐÌÕÛɯÈÜɯÔ÷ÔÌɯËɀÈ××ÓÐØÜÌÙɯS -1 ÈÜɯÚàÚÛöÔÌɯËɀÈßÌs en laissant le cristal dans 

son orientation initiale.  

[a] = matrice de changement de repère associée à S -1, on a : 

 

..pqr...krjqip...ijk... A...aaa...'A =  

 

 

S étant une opération de la classe de symétries ponctuelles du cristal, la nouvelle 

orientation est indiscernable de celle de départ donc : 

 

...ijk......ijk... A'A =  

 

 ÐÕÚÐɯÓɀÐÕÝÈÙÐÈÕÊÌɯËÌÚɯ×ÙÖ×ÙÐõÛõÚɯ×ÏàÚÐØÜÌÚɯÈÜɯÊÖÜÙÚɯËÌÚɯÖ×õÙÈÛÐÖÕÚ de symétries 

impose des relations entre les termes des tenseurs, réduisant le nombre des termes 

indépendants. 

 

...pqr...krjqip...ijk... A...aaa...A =  

 

 Les relations précédentes réduisent généralement le nombre des composantes 

indépendantes des tenseurs. 
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PROPRIETES MECANIQUES DE 

LA MATIERE  

A. ELASTICITE STATIQUE 2 

 

 

+ɀÈ××ÓÐÊÈÛÐÖÕɯËɀÌÍÍÖÙÛÚɯãɯÜÕɯÚÖÓÐËÌɯ×ÙÖÝÖØÜÌɯËÌÚɯËõ×ÓÈÊÌÔÌÕÛÚɯËɀÌÕÚÌÔÉÓÌɯÌÛɯËÌÚɯ

déformations (variations de directions et de distances relatives entre les points). On 

ÕÌɯÚɀÐÕÛõÙÌÚÚÌɯÐÊÐɯØÜɀÈÜßɯËÌÙÕÐöÙÌÚȭ 

 

 

 

s

F

E

1
=

D

?

?
 

 

 

                                                 
2
 On se référera ¨ lôexcellent cours de Richard Feynman  ç Electromagnétisme » Tome 2, Chap. 38 : Elasticité, 

Chap. 39 : Milieux élastiques 

O 

rupture  

rupture  
rupture  

D 

C 

B 

(c) 
 

A 

(b) 
(a) 

2 

0,2 

0,1 

500 250 
F/s(MPa) 

 

F/s 

ǎ 
éprouvette 

F/s 
 

F/s contrainte exercée : F = force, 

ÚɯǻɯÚÌÊÛÐÖÕɯËÌɯÓɀõ×ÙÖÜÝÌÛÛÌ 
 

écrouissage 
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Dans le domaine des petites déformations réversibles , la relation entre efforts et 

ËõÍÖÙÔÈÛÐÖÕÚɯÌÚÛɯÓÐÕõÈÐÙÌȮɯÊɀÌÚÛɯÓÌɯËÖÔÈÐÕÌɯËÌɯÓɀõÓÈÚÛÐÊÐÛõȭ 

Le milieu déformé est considéré comme continu . 

 (a) ȯɯÙÜ×ÛÜÙÌɯÍÙÈÎÐÓÌȮɯÊɀÌÚÛɯÓÌɯÊÈÚɯËÌÚ céramiques ou des verres en général 

(b) et (c) : minéraux, ÔõÛÈÜßȮɯ×ÓÈÚÛÐØÜÌÚȮɯÉÖÐÚȱ 

 

OA ȯɯáÖÕÌɯËɀélasticité (réversible) 

AB ȯɯáÖÕÌɯËÌɯ×ÓÈÚÛÐÊÐÛõɯȹÈ××ÈÙÐÛÐÖÕɯËɀõÛÐÙÌÔÌÕÛÚɯÐÙÙõÝÌÙÚÐÉÓÌÚȺ 

BC : zone de durcissement  

CD : étirements locaux 

D : rupture  

 
 

 

 

I. Déformations élastiques  

 

 I.1. Déformation unidimensionnelle  

 

  L'allongement d'un fil soumis à une force F
C

 va permettre d'introduire 

les grandeurs que l'on retrouvera dans un cas plus général. 

#õÍÖÙÔÈÛÐÖÕɯ×ÓÈÚÛÐØÜÌɯËɀÜÕɯÔÖÕÖÊÙÐÚÛÈÓɯ

ËɀÈÓÜÔÐÕÐÜÔɯÌÕɯÛÙÈÊÛÐÖÕ 

Courbe de traction schématique ËɀÜÕɯ

ÔÖÕÖÊÙÐÚÛÈÓɯËɀÈÓÜÔÐÕÐÜÔɯpur deux axes 

différents de  traction  
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 PQ = dr 

 P'Q' = drɀ 

  

 drɀ ɬ dr caractérise la 

     déformation du  segment PQ 

     ici drɀ - dr = u(x+dx) - u(x)  

dudx
x

u
dr'dr ==-
µ

µ
 

 

x

u

µ

µ
 caractérise la déformation et est sans dimension. La position du point choisi 

comme origine est sans importance. 

 

 I.2. Déformation tridimensionnelle  

  

  P(x1, x2, x3)    Q(x1  +dx1, x2 +dx2,  x3 +dx3) 

On exerce une contrainte sur le segment PQ Ý P'Q' 

 

ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

+

+

+

)x,x,x(ux

)x,x,x(ux

)x,x,x(ux

'P

32133

32122

32111

  

 

ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

+++++

+++++

+++++

)dxx,dxx,dxx(udxx

)dxx,dxx,dxx(udxx

)dxx,dxx,dxx(udxx

'Q

332211333

332211222

332211111

 

 

 

P(x) 
Q(x+dx) 

P'(x+u(x)) 

Q'(x+dx+u(x+dx)) 
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x

u
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dr'drdV

µ

µ
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 Soit : 
 

ö
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ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

ö
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ö
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ
æ
æ
æ
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3

2

1
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3
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2
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2

3

1
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1
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1
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.

x

u

x

u

x

u

x

u

x

u

x

u

x

u

x

u

x

u

dr'drdV

µ

µ

µ

µ

µ

µ
µ

µ

µ

µ

µ

µ
µ

µ

µ

µ

µ

µ

   

 

soit : []drVdV =  

 

[V]  est appelé tenseur des variations , il traduit non seulement les déformations, mais 

aussi, les éventuelles rotations et translations d'ensemble (qui ne sont pas des 

déformations puisqu'elles conservent les longueurs). 

 
Le tenseur [V]   traduit aussi une modification des distances entre points. Vérifions -le 

en calculant dr' 2 ɬdr 2  : 

 

dr' 2 ɬ dr 2 = (dx1 + du1)2 + (dx2 + du2)2 + (dx3 + du3)2 - (dx12 + dx22 + dx32) 

 

= 2 (dx1 du1 + dx2 du2  + dx3 du3) + du12 + du22 + du32 

 

Or dans le domaine des déformations élastiques les déformations sont très petites par 

rapport aux dimensions des objets.  
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Donc duk dul << dxi duj (généralement º 102 à 103 fois plus petit) et on peut écrire : 

 

dr' 2 -dr2 # 2 (dx1 du1 + dx2 du2  + dx3 du3)  

 

soit encore : 

dr' 2 - dr2 = 2 (dx1 du1 + dx2 du2  + dx3 du3)  

 

et     dVdr2dr'dr 22 =-  

 

drVdr2dr'dr 22 =-  
 

quadrique associée à [V] 

 

Propriétés d'un tenseur : on peut l'écrire sous la forme de la somme d'un tenseur  

symétrique et d'un tenseur antisymétrique. D'où :  

 

     [][][]ASV +=  

La quadrique associée à un tenseur antisymétrique étant nulle il reste : 

 

drSdr2dr'dr 22 =-  
 

Donc ce qui caractérise les déformations est la partie symétrique du tenseur des 

variations.  

On appelle [S] : tenseur des déformations  
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µ

µ
 avec i, j = 1, 2, 3 

 

 

Remarque : 

 

La partie antisymétrique du tenseur des variations correspond à une rotation du 

système dont le tenseur est Ὑ  Ὅ ὃ où Ὅ est la matrice identité. 

En effet : uÕÌɯÔÈÛÙÐÊÌɯËÌɯÙÖÛÈÛÐÖÕɯËÈÕÚɯÓɀÌÚ×ÈÊÌɯãɯƗɯËÐÔÌÕÚÐÖÕÚɯÈÜÛÖÜÙɯËɀÜÕɯÈßÌɯ

quelconque prend la forme suivante Ὑ

ρ Ὑρς Ὑρσ
Ὑρς ρ Ὑςσ
Ὑρσ Ὑςσ ρ

. Où il existe 

bien entendu des relations entre les différentes valeurs des éléments Ὑ . 

 

Rappel sur la rotation à 2 dimensions : 

 

Ainsi à deux dimensions nous allons montrer que ÓÈɯÔÈÛÙÐÊÌɯËÌɯÙÖÛÈÛÐÖÕɯËɀÜÕɯÈÕÎÓÌɯq 

ËÈÕÚɯÓÌɯÚÌÕÚɯËÐÙÌÊÛɯÚɀõÊÙÐÛ : 

Ὑ
ὧέί— ίὭὲ—
ίὭὲ—ὧέί—

 

.ÕɯÌß×ÙÐÔÌÙÈɯÓɀÐÔÈÎÌɯὡᴆᴂ de ὡᴆ ËÈÕÚɯÓÈɯÙÖÛÈÛÐÖÕɯËɀÈÕÎÓÌɯq  par la relation  :  

ὡᴆ Ὑ ὡᴆ 

Or si ὡᴆ se décompose comme suit en fonction des vecteurs de la base orthonormée 

ᴆȟᴆ  : 

ὡᴆ ᴆ ᴆ 
 

Son image ὡᴆᴂ par ÓÈɯÙÖÛÈÛÐÖÕɯËɀÈÕÎÓÌɯq  sera : 

ὡᴆ Ὑ ᴆ Ὑ ᴆ 

ὡᴆ ᴆᴂ ᴆᴂ 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ὥᴆρ 

Ὥᴆς 

q 
ὡᴆ 

ὡᴆᴂ 

q 

q 
Ὥᴆρᴂ 

Ὥᴆςᴂ 
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Soit ËɀÈ×ÙöÚɯÓÈɯÍÐÎÜÙÌɯÊÐ-dessus :  
  

ὡᴆ ὧέί—ᴆ ίὭὲ—ᴆ  ίὭὲ—ᴆ ὧέί—ᴆ  

Soit :  

ὡᴆ
ὧέί— ίὭὲ—
ίὭὲ—ὧέί—




ὧέί— ίὭὲ—
ίὭὲ—ὧέί—

ὡᴆ 

 

#ɀÖķɯÓɀÖÕɯÝÖÐÛɯÌÍÍÌÊÛÐÝÌÔÌÕÛɯØÜÌ : 

 

Ὑ
ὧέί— ίὭὲ—
ίὭὲ—ὧέί—

 

 

Avec les notations qui nous intéressent ici nous écrirons donc : 

 ȿὨὶᴂἃ Ὑ ȿὨὶἃ 

Or :  

ȿὨὶᴂἃ ȿὨὶἃ ὠ ȿὨὶἃ 

Donc : 

ȿὨὶᴂἃ ὠ ȿὨὶἃ ȿὨὶἃ  ὠ Ὅ ȿὨὶἃ 

Dans le ÊÈÚɯÖķɯÐÓɯÕɀàɯÈɯ×ÈÚɯËõÍÖÙÔÈÛÐÖÕȮɯÔÈÐÚɯÚÌÜÓÌÔÌÕÛɯÙÖÛÈÛÐÖÕɯÕÖÜÚɯÈÜÙÖÕÚ : 

Ὓ  
π π
π π

 

Donc :  

ὠ ὃ  

#ɀÖķ :  

Ὑ  Ὅ ὃ 

 

I.3. Signification des termes du tenseur de déformations 

 

a) Trace de [S] 

La trace de [S] est égale à la dilatation relative 

 

i

i
3i

1i i

i

x

u

x

ud

µ

µ
=

µ

µ
== ä
=

=t

t
q

 ȹÌÕɯÜÛÐÓÐÚÈÕÛɯÓÈɯÕÖÛÈÛÐÖÕɯËɀ$ÐÕÚÛÌÐÕȺ 

en effet :  

dt = tɀ-t =  (dx1+du1) (dx2+du2) (dx3+du3) - dx1dx2dx3 
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= dx1dx2du3 + dx1dx3du2 + dx3dx2du1 + 

 dx1du2du3 + dx2du3du1 + dx3du2du1 +du1du2du3 
 

# dx1dx2du3 + dx1dx3du2 + dx3dx2du1 

 

avec t = dx1 dx2 dx3 il vient immédiatement  :  

 

(tɀ-t)/t = du1/dx1 + du2/dx2 + du3/dx 3 

 

Quod erat demonstrandum ! 

 

b) Allongement relatif dans une direction donnée  

+ɀÈÓÓÖÕÎÌÔÌÕÛɯÙÌÓÈÛÐÍɯËÈÕÚɯÜÕÌɯËÐÙÌÊÛÐÖÕɯn  est égal à la quadrique de [S] pour 

cette direction : 

 

( ) nSnn =
?

?D
 

en effet :  

 

dr' 2 ɬ dr 2 = ȹËÙɀ-ËÙȺȹËÙɀǶËÙȺɯ# ƖɯËÙȹËÙɀ-dr)  

 

or : 

 

drVdr)dr'dr(dr =-  

 

 donc : 

 

nSnnVn
dr

drVdr

dr

)dr'dr(
2

===
-

=
?

?D
 

 

 

 

 

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills


Mécanique des milieux continus et denses - Elasticité, ondes élastiques   

Licence de Physique 3ème année UE SLA3OMMD  

Yann VAILLS – date de dernière mise à jour  : 06/09/2019 

"ÌɯÊÖÜÙÚɯÌÚÛɯËÐÚ×ÖÕÐÉÓÌɯãɯÓɀÈËÙÌÚÚÌɯÚÜÐÝÈÕÛÌ : 

 http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills    22/85 

I.4. Exemples de variations 

a) Cisaillement simple  

 

 

 

 

Tenseur des variations associé : ὠ
π Ὧ
π π

 

 

b) Cisaillement pur  

 

 

 

 

 

Tenseur des variations associé : ὠ π Ὧᴂ
Ὧᴂ π

 

II. Contraintes  

 

Soit un corps en équilibre statique. Il est soumis à des contraintes homogènes. La 

force F
C

 ÈÎÐÚÚÈÕÛɯÚÜÙɯÓÌɯÝÖÓÜÔÌɯÌÚÛɯÓÈɯÚÖÔÔÌɯËÌÚɯÍÖÙÊÌÚɯØÜÐɯÚɀÌßÌÙÊÌÕÛɯÚÜÙɯÚÈɯÚÜÙÍÈÊÌ 

S. On peut écrire : 

 

 

0dsTFdF
CCCCC
=== ññññ S

S
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soit : dFi = Ti1ds1 + Ti2ds2 + Ti3ds3 

 

soit : 33i22i11i
3

3i
2

2i
1

1i
i nTnTnT

ds

ds
T

ds

ds
T

ds

ds
T

ds

dF
++=++=  

 

finalement  :    jij
i nT

ds

dF
=   

 

T est un tenseur de rang 2, il est appelé tenseur des contraintes . 

 

.ÕɯÔÖÕÛÙÌɯØÜÌɯÊɀÌÚÛɯÜÕɯÛÌÕÚÌÜÙɯÚàÔõÛÙÐØÜÌ : Tij = Tji  

1 

2 
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Finalement les contraintes seront représentées par un tenseur dit « des contraintes » 

ØÜÌɯÓɀÖÕɯécrira : 

Ὕ
Ὕ Ὕ Ὕ
Ὕ Ὕ Ὕ
Ὕ Ὕ Ὕ

 

  

Tij  

direction 

de la 

contrainte 

direction de la 

normale au 

plan de coupe 

x1 

x2 

x3 

T22 

T11 

T31 

T21 

 

T32 

 

T12 
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III. Relation entre contraintes et déformations  

 

 III.1. Constantes élastiques 

 

#ÈÕÚɯÓÌɯÊÈÚɯËÌɯÓÈɯËõÍÖÙÔÈÛÐÖÕɯõÓÈÚÛÐØÜÌɯËɀÜÕɯÊÖÙ×ÚɯÖÕɯ×ÌÜÛɯõÊÙÐÙÌ (développement de 

Taylor) : 

...SS
SS
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Le comportement élastique est décrit par le deuxième terme de ce développement : 

car Tij(0) = 0 

 

donc   kl

0Skl

ij

klij S
S

T
)S(T

kl=

öö
÷

õ
ææ
ç

å

µ

µ
=    

 

 

"ɀÌÚÛɯÓÈɯloi de Hooke . On écrira : 

lklkjilkji SC)S(T =   en posant  
0S

lk

ji

lkji

lk

S

T
C

=

ö
ö
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õ

æ
æ

ç

å

µ

µ
=

 

 

[Cijkl ] : tenseur de rang 4, dit des « constantes élastiques » ou des rigidités élastiques 

 

0T
lk

ji

lkji

lk
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S
s

=

ö
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÷

õ

æ
æ

ç

å

µ

µ
=

 tenseur des modules d’élasticité ou  

des compliances élastiques. 

 

Loi de transformation  :  qpjiqnpmjliknmlk Caaaa'C =  

  

Cijkl  se transforme comme un produit de 4 composantes. 

 

Il possède 34 = 81 composantes. 
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 III.2. réduction du nombre des termes indépendants dans [C ijkl ] 

 

i) Influence de la symétri e de Tij   

 
Ὕ  ὅ Ὓ  ὅ Ὓ ὅ Ὓ  ȣ 

Ὕ  ὅ Ὓ  ὅ Ὓ ὅ Ὓ  ȣ 

 

Ceci est vrai " Ὓ  donc   lkijlkji CC =  

 

ii) Influence de la symétrie  de ╢▓■   
 

Ὕ  ὅ Ὓ  ὅ ὅ Ὓ  ȣ 

Ὓ étant symétrique par nature, on ne peut mesurer que la somme 

ὅ ὅ  et non chacun de ces termes séparément, donc par convention on 

pose klijlkji CC =  

Finalement kljilkijlkji CCC ==  Ý [ ]lkjiC  contient seulement 36 termes 

indépendants. 

 

iii) Contraction des indices de ╒░▒ : la  notation de Voigt  

 

on présentera les 36 termes indépendants de  Cijkl ÚÖÜÚɯÍÖÙÔÌɯËɀÜÕɯÛÈÉÓÌÈÜɯƚßƚɯ

et on réduira ses indices de la façon suivante : 

Ὕ   ὅ Ὓ   ὅ Ὓ   ὅ Ὓ   ςὅ Ὓ    ςὅ Ὓ   ςὅ Ὓ  

Ὕ  ὅ Ὓ  ὅ Ὓ  ὅ Ὓ  ςὅ Ὓ    ςὅ Ὓ    ςὅ Ὓ  

 

avec :   Ὓ Ὓ     Ὓ Ὓ     Ὓ Ὓ   

Ὓ ςὛ     Ὓ ςὛ     Ὓ ςὛ   
 

et   Ὕ Ὕ     Ὕ Ὕ     Ὕ Ὕ   

Ὕ Ὕ     Ὕ Ὕ     Ὕ Ὕ  
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/ÖÜÙɯÙÌ×ÙõÚÌÕÛÌÙɯÓɀõØÜÈÛÐÖÕɯὝ  ὅ Ὓ  on écrira : bbaa SCT =  a, b = 1 à 6 

La numérotation contractée se met en place de façon tout à fait arbitraire selon le 

schéma ci-dessous :  

 

ὢ ὢ ὢ

ὢ ὢ

ὢ

ḳ

ὢ ὢ ὢ

ὢ ὢ

ὢ
 

 

 
Afin de clarifier les concepts nous désignerons sous le nom de « tableau des constantes 

élastiques » le tableau suivant : 

 

[ ]

ù
ù
ù
ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é
é
é
é

ê

è

=

666564636261

565554535251

464544434241

363543.333231

262524232221

161514131211

CCCCCC

CCCCCC

CCCCCC

CCCCCC

CCCCCC

CCCCCC

Cab
 

 
Remarque importante : ÊÖÔ×ÛÌɯÛÌÕÜɯËÌɯÓɀÈÙÉÐÛÙÈÐÙÌɯØÜÐɯ×ÙõÚÐËÌɯãɯÓÈɯÕÜÔõÙÖÛÈÛÐÖÕɯËɀÐÕËÐÊÌɯ

contracté, (Ta)a=1 à 6, (Sb)b=1 à 6 et (Cab)a, b=1 à 6 ÚÖÕÛɯËÌÚɯÛÈÉÓÌÈÜßɯÌÛɯÕÖÕɯËÌÚɯÛÌÕÚÌÜÙÚȮɯÐÓÚɯÕɀÖÕÛɯ

donc aucune raison de suivre les règles de transformation des tenseurs. 

 

+ɀõØÜÈÛÐÖÕ bbaa SCT =
 
×ÖÜÙÙÈɯÚɀõÊÙÐÙÌ :
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 III.3. Energie élastique 

 

i) Equation générale de ÓɀõØÜÐÓÐÉÙÌɯËÈÕÚɯÜÕɯÊÏÈÔ×ɯËÌɯÍÖÙÊÌ 

 
 ɯÓɀõØÜÐÓÐÉÙÌ la somme des forces est nulle donc : 

ñññññ =+
Volsurf

0dXd
ds

Fd
ts
C

C

 

 

soit sur Ox i 

 

 ñññññ =+
Vol

i
surf

i 0dXdn.Y ts
CC

 

 

x1 

x2 

x3 
dt 

 

 

 

Contraintes  :

 

Champ de force : 
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En appliquant le théorème de Green-Riemann on obtient : 

 

 ññññññ =+
Vol

i
Vol

i 0dXdYdiv tt
C

 

 

Soit   0XYdiv ii =+
C

 

et : 
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Soit encore : 0X
x

T
i

j

ij
=+

µ

µ
 avec i Í {1, 2, 3} 

 

ÐÐȺɯ$ß×ÙÌÚÚÐÖÕɯËÌɯÓɀõÕÌÙÎÐÌɯõÓÈÚÛÐØÜÌ 

 

.ÕɯÕÌɯÚɀÐÕÛõÙÌÚÚÌɯØÜɀãɯÓɀõÕÌÙÎÐÌɯõÓÈÚÛÐØÜÌɯËÖÕÊɯÐÓɯÕɀàɯÈɯ×ÈÚɯËÌɯÊÏÈÔ×ɯËÌɯÍÖÙÊÌ : ὢ  π 

 ÜɯÊÖÜÙÚɯËɀÜÕÌɯËõÍÖÙÔÈÛÐÖÕɯõÓÈÚÛÐØÜÌɯÓÌɯÉÐ×ÖÐÕÛɯdr  varie de : 

3

2
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u

u

u

vvdr'dr

d

d

d

dd ===-
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+ɀõÕÌÙÎÐÌɯÈÊØÜÐÚÌɯ×ÈÙɯÓɀõÊÏÈÕÛÐÓÓÖÕɯãɯÓɀÖÊÊÈÚÐÖÕɯËÌɯÊÌÛÛÌɯËõÍÖÙÔÈÛÐÖÕɯÌÚÛɯËÖÕÊ : 

 

ñññññ ==
volsurf

d.R)n(d.)n(
ds

Fd
.vE tdsdd
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C

C
 

 

dὙ = ? variation ËɀõÕÌÙÎÐÌɯ×ÈÙɯÜÕÐÛõɯËÌɯÝÖÓÜÔÌȭ 
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( )ññ ++=
surf

332211 )n(d.un.Yun.Yun.YE
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sdddd  

 

or ( ) ( )tdsd d.Yudiv)n(dn.uY
vol

11
surf

11 ñññññ =
CCCC

 (Green-Riemann) 

 

ËÖÕÊɯÚÜÙɯÓɀÈßÌɯ.ß1 on a : 
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or du1 est une différentielle « cinétique ɌɯÊÈÙɯÌÓÓÌɯÌÚÛɯÓÌɯÙõÚÜÓÛÈÛɯËɀÜÕÌɯÊÖÕÛÙÈÐÕÛÌȮɯÌÛɯ

1xµ

µ
 est une différentielle statique. Ces deux entités étant de nature différente elles 

peuvent commuter, donc  : 
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finalement  :  
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soit :   ababaa ddd SSCSTR ==  et abab SSC
2

1
R=  

 

1ɯÙÌ×ÙõÚÌÕÛÌɯÓÈɯØÜÈÕÛÐÛõɯËɀõÕÌÙÎÐÌɯõÓÈÚÛÐØÜÌɯÚÛÖÊÒõÌɯpar unité de volume dans le 

matériau, lorsque celui-ci est soumis au champ de contraintes défini par le tenseur T. 
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iii) Symétrie de ╒♪♫  

 

Soit Ὂ ÓɀõÕÌÙÎÐÌɯ ÓÐÉÙÌɯ ×ÈÙɯ ÜÕÐÛõɯ ËÌɯ ÝÖÓÜÔÌɯ ËÜɯ ÚàÚÛöÔÌɯ õÛÜËÐõȭɯ -ÖÛÖÕÚɯq sa 

température et s son entropie. On a alors : 

ὨὊ  ὨὟ  qὨs  sὨq 

      dὗ  dὙ  qὨs  sὨq 

et, pour une transformation réversible (ce qui est le cas pour les déformations 

élastiques) on a : 

dὗ  qὨs   

Donc :  
ὨὊ  dὙ  sὨq 

 

soit :    qsaa ddSTdF -=
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donc :    ba

baab

ab C
SS

F

SS

F
C

22

=
µµ

µ
=

µµ

µ
=   (Cauchy) 

 

finalement le tableau 6x6 des Cab est réduit de 36 à 21 composantes indépendantes.  

La prise en compte des symétries cristallines abaissera encore le nombre de ces 

ÊÖÔ×ÖÚÈÕÛÌÚɯÐÕËõ×ÌÕËÈÕÛÌÚɯȹÑÜÚØÜɀãɯƗɯËÈÕÚɯÓÌɯÊÈÚɯËÌɯÓÈɯÚàÔõÛÙÐÌɯÊÜÉÐØÜÌȮɯÌÛɯƖɯËÈÕÚ le 

cas des milieux isotropes).  .ÕɯÜÛÐÓÐÚÌÙÈɯÓÈɯÔõÛÏÖËÌɯËɀÐÕÚ×ÌÊÛÐÖÕɯËÐÙÌÊÛÌɯ×ÖÜÙɯÌÍÍÌÊÛÜÌÙɯÊÌÛÛÌɯ

réduction (Fumi 1952). 
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$Õɯ×ÙÌÕÈÕÛɯÌÕɯÊÖÔ×ÛÌɯÓÌÚɯËÐÍÍõÙÌÕÛÚɯÛà×ÌÚɯËÌɯÚàÔõÛÙÐÌÚɯØÜÌɯÓɀÖÕɯÙÌÕÊÖÕÛÙÌɯËÈÕÚɯÓÈɯ

nature, le tableau des constantes élastiques se réduit de la façon représentée dans le 

tableau ci-dessous. 
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IV. PROPRIETES DES MILIEUX ANISOTROPES : LE CAS DE LA SYMETRIE 

CUBIQUE  

 

IV.1. Réduction du nombre d'éléments indépendants du tableau des 

constantes élastiques (voir travaux dirigés)  

  

 La symétrie cubique est caractérisée par l'existence d'un axe d'ordre 4 et d'un 

ÈßÌɯËɀÖÙËÙÌɯƗɯÈàÈÕÛɯÌÕÛÙÌɯÌÜßɯÜÕɯÈÕÎÓÌ a défini par :  33cosArc=a . Choisissons 

d'exprimer le tableau des Cab dans Ox1x2x3, Ox1 // [100]. 

 

 i) effet d'un unique axe A 4 // Ox3 : 
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 ii) effet d'un axe supplémentaire A 3 // [111] :  
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IV.2. Tenseurs des contraintes et des déformations  

 

4ÕÌɯËÌÚɯÍÈñÖÕÚɯËÌɯËõÛÌÙÔÐÕÌÙɯÓÌÚɯ×ÙÖ×ÙÐõÛõÚɯõÓÈÚÛÐØÜÌÚɯËɀÜÕɯÚÖÓÐËÌɯËÈÕÚɯÜÕÌɯËÐÙÌÊÛÐÖÕɯ

|n> ËÖÕÕõÌɯÌÚÛɯËɅÌÍÍÌÊÛÜÌÙɯÜÕɯÛÌÚÛɯËÌɯÛÙÈÊÛÐÖÕɯÚÜÙɯÜÕÌɯõ×ÙÖÜÝÌÛÛÌɯÓÖÕÎÐÓÐÎÕÌɯËɀÈßÌɯ

parallèle à |n>. 

L'allongement relatif 
?

?D
 est mesuré dans l'expérience 

ci-contre. 

 La traduction analytique d'une telle expérienc e 

ÕõÊÌÚÚÐÛÌɯÓɀÌß×ÙÌÚÚÐÖÕɯËÌÚɯÛÌÕÚÌÜÙÚɯ[S] des déformations 

et [T] des contraintes, correspondants, dans le repère 

Ox1x2x3 où le tableau des constantes élastiques [Cab] 

prend sa forme la plus simple. On relie allongement 

relatif 
?

?D
 et contrainte 

s

F
 par la relation  (loi de Hooke) 

:      

s

F

E

1
=

?

?D
      (1) 

 

où E ÌÚÛɯÓÌɯÔÖËÜÓÌɯËɀ8ÖÜÕÎɯÊÈÙÈÊÛõÙÐÚÈÕÛɯÓÌɯÚÖÓÐËÌɯËÈÕÚɯÓÈɯËÐÙÌÊÛÐÖÕɯ|n>.  

 

a) Expression du tenseur des contraintes 

 

 De façon générale, on écrit que la force par unité de surface 
s

F

s

F
=

C

|n>   a pour 

coordonnées : 

     jji
i nT

ds

dF
=      (2) 

 

on pourra donc représenter la contrainte par : 

 

     []nTn
s

F
=      (3) 

 

en multipliant à droite par 1nn =
 

 

? 

ns
F  

ns
F  
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[] nnn
s

F
nT =  

 

on fait apparaître le produit tensoriel |n> <n| qui est un tenseur de rang 2, et on voit 

que le tenseur des contraintes peut s'écrire : 

 

     [] nn
s

F
T =      (4) 

 

 

avec : |n> <n|  = 
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

3

2

1

n

n

n

ὲȟὲȟὲ
2

32313

32

2

212

3121

2

1

nnnnn

nnnnn

nnnnn

 

 

 

 

on a donc :  
[]

2

32313

32

2

212

3121

2

1

nnnnn

nnnnn

nnnnn

s

F
T =

     (5) 

 

b) Expression du tenseur des déformations dans le repère des axes cristallographiques 

 

En appliquant à la symétrie cubique l'équation :   

 

baba SCT =      (6) 

 

on obtient : 

 

  T1 = C11 S1 + C12 S2 + C12 S3 

        = C11 S1 + C12(S2+S3) = (C11-C12)S1 + q C12 = 2

1n
s

F  

Où q est la dilatation relative égale à la trace du tenseur des déformations 

De même nous avons : 
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T2 = (C11-C12)S2 + C12 q = 2

2n
s

F  

  T3 = (C11-C12)S3 + C12 q = 2

3n
s

F  

  T4 = C44 S4  Ý  S4 = 23

44

32

44

4 S2
C

nn

s

F

C

T
==  

  T5 = C44 S5  Ý  S5 = 13

44

31

44

5 S2
C

nn

s

F

C

T
==  

  T6 = C44 S6  Ý  S6 = 12

44

21

44

6 S2
C

nn

s

F

C

T
==  

 
 

il vient alors :  

T1+T2+T3 = (C11+2C12)q = 
s

F
  Ý   

s

F

C2C

1

1211+
=q  

 

et   
s

F

)CC)(C2C(

Cn)C2C(
S

12111211

12

2

11211
1

-+

-+
=   

 

 

finalement : 

 

[]

)CC)(C2C(

Cn)C2C(
C2/nnC2/nn

C2/nn
)CC)(C2C(

Cn)C2C(
C2/nn

C2/nnC2/nn
)CC)(C2C(

Cn)C2C(

s

F
S

12111211

12

2

31211
44324431

4432

12111211

12

2

21211
4421

44314421

12111211

12

2

11211

-+

-+

-+

-+

-+

-+

=  

 

(5ȭƗȭɯ,ÖËÜÓÌɯËɀ8ÖÜÕÎɯËÈÕÚɯÓÈɯËÐÙÌÊÛÐÖÕɯ|n> 

 

on a par définition :  

?

?D
n

E
s

F
=

      (7) 

avec     =
?

?D
 <n|S|n> 

)nnSnnSnnS(2nSnSnS 211231133223

2

333

2

222

2

111 +++++=  
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é
ê

è
-++

-+

+
= )nnn(

)CC)(C2C(

C2C

s

F 4

3

4

2

4

1

12111211

1211
 

)nnn(
)CC)(C2C(

C 2

3

2

2

2

1

12111211

12 ++
-+

   ù
ú

ø
+++ )nnnnnn(

C

1 2

3

2

2

2

3

2

1

2

2

2

1

44

   

Or 

 )nnnnnn(2nnn1)nnn( 2

2

2

3

2

3

2

1

2

2

2

1

4

3

4

2

4

1

22

3

2

2

2

1 +++++==++  

donc : ù
ú

ø
é
ê

è

öö
÷

õ
ææ
ç

å

-
-+++

-+

+
=

121144

2

3

2

1

2

3

2

2

2

2

2

1

12111211

1211

CC

2

C

1
)nnnnnn(

)CC)(C2C(

CC

s

F

?

?D
 

 
1

121144

2

3

2

1

2

3

2

2

2

2

2

1

12111211

1211

n
CC

2

C

1
)nnnnnn(

)CC)(C2C(

CC
E

-

ù
ú

ø
é
ê

è

öö
÷

õ
ææ
ç

å

-
-+++

-+

+
=

 

(8) 

 

nE

1  sera représenté par la quadrique <n|S|n> = 
?

?D
 à 

s

F
 près. 

 

 

    

 

           

 C44 > 
2

CC 1211-
     C44 < 

2

CC 1211-
 

 

Sur cette figure sont représentées les rosettes de déformation du matériau dans les 

deux cas
2

CC
C 1211

44
-

>   et 
2

CC
C 1211

44
-

<  

 

Sur cette figure on a représenté les variations de 
E

1  dans le plan Ox1x2 

Le cercle en pointillés sur la figure a pour rayon R tel que : 

x1 

x2 

x1 

x2 

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills


Mécanique des milieux continus et denses - Elasticité, ondes élastiques   

Licence de Physique 3ème année UE SLA3OMMD  

Yann VAILLS – date de dernière mise à jour  : 06/09/2019 

"ÌɯÊÖÜÙÚɯÌÚÛɯËÐÚ×ÖÕÐÉÓÌɯãɯÓɀÈËÙÌÚÚÌɯÚÜÐÝÈÕÛÌ : 

 http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills    38/85 

 

)CC)(C2C(

CC
R

12111211

1211

-+

+
=

 

 

 

Isot ropie : d'après l'expression (8) on voit que E est « isotrope » si et seulement si : 

 

    
2

CC
C 1211

44

-
=        (9) 

 

Cette dernière relation est appelée « relation de Cauchy ». Dans les milieux isotropes il 

n'y a donc plus que deux constantes élastiques indépendantes. Pour caractériser les 

×ÙÖ×ÙÐõÛõÚɯõÓÈÚÛÐØÜÌÚɯËɀÜÕɯÔÈÛõÙÐÈÜɯÖÕÛɯÊÏÖÐÚÐÙÈɯËÌÚɯÊÖÜ×ÓÌÚ de constantes tels que : 

(C11, C44) ou (E, sp) ou (l, m). Le coefficient de Poisson sp sera défini plus loin. Il existe 

bien sûr des relations entre ces coefficients. Par exemple, pour un matériau 

isotrope ÓÌɯÔÖËÜÓÌɯËɀ8ÖÜÕÎɯE ÚɀÌß×ÙÐÔÌɯÌÕɯÍÖÕÊÛÐÖÕɯËÌÚɯÊÖÕÚÛÈÕÛÌÚɯõÓÈÚÛÐØÜÌs C11 et 

C12 : 

 

   )CC)(C2C(

CC

E

1

12111211

1211

-+

+
=

    (10) 

 

On défini t alors les coefficients de Lamé l et m par 

 

m = C44 

l = C12 

 

Ý C11 = 2m +l 
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V. PROPRIETES DES MILIEUX ISOTROPES  

 

 Ce sont les gaz, les liquides, solides amorphes, poly- cristallins. Le tableau des 

constantes élastiques s'exprime de la façon suivante: 

 

 

m

m

m

lmll

llml
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+
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-

-
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Dans ce cas l'équation (6) devient : 

 

 T1 = (l+2m)S1 + l(S2+S3) = lq + 2m S1 

 

 T2 = (l+2m)S1 + l(S2+S3) = lq + 2m S2 

 

 T3 = (l+2m)S1 + l(S2+S3) = lq + 2m S3 

 

 T4 = m S4 

 

 T5 = m S5 

 

 T6 = m S6 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills


Mécanique des milieux continus et denses - Elasticité, ondes élastiques   

Licence de Physique 3ème année UE SLA3OMMD  

Yann VAILLS – date de dernière mise à jour  : 06/09/2019 

"ÌɯÊÖÜÙÚɯÌÚÛɯËÐÚ×ÖÕÐÉÓÌɯãɯÓɀÈËÙÌÚÚÌɯÚÜÐÝÈÕÛÌ : 

 http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills    40/85 

 

a) ,ÖËÜÓÌɯËɀ8ÖÜÕÎ (par exemple dans la direction [0,0,1]) 
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b) Coefficient de Poisson : sp 

 

 Il caractérise les déformations dans une direction perpendiculaire à celle 

ËɀÈ××ÓÐÊÈÛÐÖÕɯËÌɯÓÈɯÊÖÕÛÙÈÐÕÛÌȭ 
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c) Module de cisaillement  
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4

4 C
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     (13) 

 

 

d) Compressibilité  
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Où q est la dilatation relative.  
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Soit une compression hydrostatique : Ὕ  Ὕ  Ὕ    Ὠὴ et Ὕ Ὕ Ὕ  π 

[]
dP00

0dP0

00dP

T

-

-

-

=
 

 
Ὠὴ  lq  ςmὛ 

Ὠὴ  lq  ςmὛ 

Ὠὴ  lq  ςmὛ 

 
 

 

d'où :     σὨὴ  σl ςmq 
 

 

 

et     ml
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3

+
=

     (14) 
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PROPRIETES MECANIQUES DE LA 

MATIERE  

B. ELASTICITE DYNAMIQUE  

 

(ÓɯÌßÐÚÛÌɯÜÕÌɯÎÙÈÕËÌɯÝÈÙÐõÛõɯËɀÖÕËÌÚɯõÓÈÚÛÐØÜÌÚɯ×ÖÜÝÈÕÛɯÚÌɯ×ÙÖ×ÈÎÌÙɯËÈÕÚɯÓÌÚɯÚÖÓÐËÌÚɯ

(Rayleigh, Bleustein-GulayevȮɯ+ÈÔÉȮɯ+ÖÝÌȮɯ2ÛÖÕÌÓÌàȺȮɯ×ÈÙɯÊÖÕÛÙÌɯÐÓɯÕɀÌßÐÚÛÌɯØÜÌɯ2 

types ËɀÖÕËÌÚɯÍÖÕËÈÔÌÕÛÈÓÌÚɯÚÌɯ×ÙÖ×ÈÎÌÈÕÛɯËÈÕÚɯÓÌɯÝÖÓÜÔÌ : 

- Les ondes longitudinales , ou ondes de compression  : le déplacement des 

particules est parallèle à la direction de propagation, de sorte que le volume 

ÖÊÊÜ×õɯ×ÈÙɯÜÕɯÕÖÔÉÙÌɯËÖÕÕõɯËɀÈÛÖÔÌÚɯÝÈÙÐÌȭ 

- Les ondes transversales, ou ondes de cisaillement  : le déplacement des 

particules est perpendiculaire à la direction de propagation, de sorte que le 

ÝÖÓÜÔÌɯÖÊÊÜ×õɯ×ÈÙɯÜÕɯÕÖÔÉÙÌɯËÖÕÕõɯËɀÈÛÖÔÌÚɯÕÌɯÝÈÙÐÌɯ×as. 

 

On supposera ici que les ondes se propagent dans un milieu illimité , anisotrope  

(cristallin), mais homogène. 
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Ondes acoustiques longitudinales (a) et transversale (b). Les grandes 

ÍÓöÊÏÌÚɯÐÕËÐØÜÌÕÛɯÓÈɯËÐÙÌÊÛÐÖÕɯËÌɯ×ÙÖ×ÈÎÈÛÐÖÕɯËÜɯÝÌÊÛÌÜÙɯËɀÖÕËÌȮɯles 

petites celles des déplacements de la matière (représentés pour une 

seule des deux polarisations transverses) 

 

 

 

I. PRELIMINAIRE MATHEMATIQUE  : résolution du problème aux valeurs 

propres et aux vecteurs propres  

 

On pourra télécharger un cours de mathéÔÈÛÐØÜÌɯ ÚÜÙɯ ÊÌɯ ÚÜÑÌÛɯ ãɯ ÓɀÈËÙÌÚÚÌɯ ÚÜÐÝÈÕÛÌ : 

http://www.cemhti.cnrs -orleans.fr/people/textes/vlpvtp.pdf   

On pourra aussi suivre le cours de mathématique en ligne donné par Jacques VéÓÜɯãɯÓɀÈËÙÌÚÚÌɯ

suivante : 

 http://www.canal -u.tv/video/les_amphis_de_france_5/determinants_diagonalisation_des_matrices.3046  

  

Ce qui suit concerne les propriétés physiques qui sont représentées par un 

tenseur de rang 2 dans un espace à 3 dimensions, mais est tout aussi valable pour un 

espace à ὲ dimensions. 

Considérons une propriété physique  A  représentable dans un espace à trois 

dimensions par un tenseur de rang 2 noté [ ]ijAA=  (i et j = 1,2,3) dans un repère 

quelconque { }ie  i = 1,  2,  3 
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2ÐɯÓÌɯÛÌÕÚÌÜÙɯÌÚÛɯÚàÔõÛÙÐØÜÌɯÈÓÖÙÚɯÖÕɯÔÖÕÛÙÌɯØÜɀÐÓɯÌßÐÚÛÌɯÜÕɯÙÌ×öÙÌɯËÌɯÝÌÊÛÌÜÙÚɯËÌɯÉÈÚÌɯ

unique{ }'ei  Ὥ  ρȟ ςȟ σ dans lequel la propriété A   est représentée par un tenseur 

[ ]ij'AA=  diagonal, et que les éléments du tenseur sont des nombres réels.  

[ ]

{ }i'e
33

22
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ij

'A00
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00'A
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ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

==
 

 

Les vecteurs { }'ei  sont appelés vecteurs propres du tenseur et sont orthogonaux 

entre eux. 

Les éléments diagonaux du tenseurs sont appelés valeurs propres  du tenseur 

 

Il apparaît clairement de ce qui précède que les valeurs propres li   ËɀÜÕɯÛÌÕÚÌÜÙɯT , et 

leurs vecteurs propres associés iY , ÚÈÛÐÚÍÖÕÛɯÓɀõØÜÈÛÐÖÕɯÚÜÐÝÈÕÛÌȮɯËÐÛÌɯéquation aux 

valeurs propres et aux vecteurs propres : 

 

iiiT YlY =  

 

1) Recherche des valeurs propres d’un tenseur 

 

(ÓɯÚÜÍÍÐÛɯËɀõÊÙÐÙÌɯØÜÌɯÓÌÚɯÝÈÓÌÜÙÚɯ×ÙÖ×ÙÌÚɯÌÛɯÓÌÚɯÝÌÊÛÌÜÙÚɯ×ÙÖ×ÙÌÚɯÚÈÛÐÚÍÖÕÛɯÓɀõØÜÈÛÐÖÕɯ 

YlY =T  

 

Avec  
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Il vient alors  : 

0]IT[T =-=- YlYlY  
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Où 
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001

I  représente le tenseur unité (ou identité ) 

 

"ÌÛÛÌɯõØÜÈÛÐÖÕɯÚɀõÊÙÐÛɯÌß×ÓÐÊÐÛÌÔÌÕÛ : 

 
Ὕ lὼ  Ὕ ὼ  Ὕ ὼ   π 

 Ὕ ὼ Ὕ lὼ  Ὕ ὼ   π 

  Ὕ ὼ  Ὕ ὼ Ὕ lὼ   π 

 

 

Ce système de 3 équations à 3 inconnues, les coordonnées  ὼȟὼȟὼ  de Y , est dit 

ÏÖÔÖÎöÕÌȮɯÌÛɯÕɀÈɯËÌɯÚÖÓÜÛÐÖÕɯØÜÌɯÚÐɯÚÖÕɯËõÛÌÙÔÐÕÈÕÛɯÌÚÛɯÕÜÓȮɯÚÖÐÛ : 

 

0

TTT

TTT

TTT

332313

232212

131211

=
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-

-

=

l

l

l

D
 

 
Autrement dit  : 

 

Ὕ l Ὕ l Ὕ l  Ὕ   Ὕ Ὕ Ὕ l  Ὕ  Ὕ  

 Ὕ Ὕ  Ὕ   Ὕ l Ὕ   π 

 

Cette équation du 3ème degré en l a 3 solutions, qui sont les 3 valeurs propres de T  

 
2) Recherche des vecteurs propres d’un tenseur 

 

+ÌÚɯ ÝÌÊÛÌÜÙÚɯ ×ÙÖ×ÙÌÚɯ ÚɀÖÉÛÐÌÕÕÌÕÛɯ ÌÕɯ ÙõÚÖÓÝÈÕÛɯ ÓɀõØÜÈÛÐÖÕɯ

YlY =T  pour chaque valeur de lȮɯÊɀÌÚÛ-à-dire le système de 3 

équations ci-dessus pour chacune des valeurs l1 , l2 et l3 de l déterminées 

ãɯÓɀõÛÈ×ÌɯÊÐ-dessus.  
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Le tenseur T  étant ici exprimé dans le repère de coordonnées { }ie , on 

ÛÙÖÜÝÌÙÈɯÓɀÌß×ÙÌÚÚÐÖÕɯ ËÌÚɯÊÖÖÙËÖÕÕõÌÚɯËÌÚɯÝÌÊÛÌÜÙÚɯ×ÙÖ×ÙÌÚɯÌß×ÙÐÔõÌÚɯ

dans ce repère de coordonnées. Le vecteur associé à la valeur propre li sera 

donc solution  de : 

 

 

Ὕ lὼ  Ὕ ὼ  Ὕ ὼ   π 

 Ὕ ὼ Ὕ lὼ  Ὕ ὼ   π 

  Ὕ ὼ  Ὕ ὼ Ὕ lὼ   π 

 

 

3)  Quelques propriétés  des solutions du problème aux valeurs et aux 

valeurs   

 

Les quelques propriétés ci-dessous seront très utile pour contrôler la justesse des 

solution s trouvées. 

 

i) Si V
C

 est vecteur propre de la matrice T avec la valeur propre l, alors 

il en est de même pour tout vecteur V
C
a , avec a réel quelconque. 

 

 

ii)   Les vecteurs propres associés à des valeurs propres différentes sont 

perpendiculaires entre eux. 

 

iii)   Si V
C

 et 'V
C

sont vecteurs propres de T associés à la même valeur propre l, 

alors toute combinaison linéaire de V
C

 et 'V
C

 est vecteur propre associée à la 

même valeur propre.  

 

Démonstration  : 

 

On a : VVT
CC
l=  et 'V'VT

CC
l=  
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On a alors :  ( ) 'VbTVaT'VbVaT
CCCC

+=+  

 

Soit :  ( ) ( )'VbVa'VbVa'VbVaT
CCCCCC

+=+=+ lll  

 

Donc ( )'VbVa
CC

+  est bien valeur propre de T , et ceci est vrai quel que soit 

a et b réels (ou complexe). 

 

I I . EQUATION DE PROPAGATION  

  

-ÖÜÚɯÚÜ××ÖÚÌÙÖÕÚɯÔÈÐÕÛÌÕÈÕÛȮɯÊÖÕÛÙÈÐÙÌÔÌÕÛɯÈÜɯÊÈÚɯËÌɯÓɀõÓÈÚÛÐÊÐÛõɯÚÛÈÛÐØÜÌȮɯØÜÌɯÓÌɯ

milieu est traversé par un ébranlement, qui le met localement en mouvement. Le 

déplacement ό de chaque point, qui ne dépendait que des coordonnées initiales ὼ, 

dépend maintenant également du temps : ό  ό ὼȟὸ 

+ɀõØÜÈÛÐÖÕɯÍÖÕËÈÔÌÕÛÈÓÌɯËÌɯÓÈɯËàÕÈÔÐØÜÌɯÌÕɯÓɀÈÉÚÌÕÊÌɯËÌɯÊÏÈÔ×ɯËÌɯ ÍÖÙÊÌɯȹÌÕɯ

particulier en négligeant la pesanteur),  compte tenu du fait que la densité de force 

par unité de volume est 
j

ij

i
x

T
f
µ

µ
=  ÚɀõÊÙÐÛ : 

” , or 

 

klijklij SCT =  loi de Hooke 

 

Avec öö
÷

õ
ææ
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S  on a : 

 

k

l
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ijklij
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u
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1
T

µ

µ
+

µ

µ
=  

 

la sommation sur les indices muets k et l  ×ÌÙÔÌÛɯËɀõÊÙÐÙÌ : 

 

k

l
ijkl

l

k
ijklij

x

u
C

x

u
CT

µ

µ
=

µ

µ
=  

ÓɀõØÜÈÛÐÖÕɯËÌÝÐÌÕÛɯËÖÕÊ : 
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r  

 

Ce système de trois équations (i a 3 valeurs possibles : 1, 2 et 3)  différentielles du 

ÚÌÊÖÕËɯÖÙËÙÌɯÎõÕõÙÈÓÐÚÌɯãɯÛÙÖÐÚɯËÐÔÌÕÚÐÖÕÚɯÌÛɯËÈÕÚɯÜÕɯÔÐÓÐÌÜɯÈÕÐÚÖÛÙÖ×ÌȮɯÓɀõØÜÈÛÐÖÕɯ

ËÌɯ×ÙÖ×ÈÎÈÛÐÖÕɯõÛÈÉÓÐÌɯËÈÕÚɯÓÌɯÊÈÚɯËɀÜÕɯÍÓÜÐËÌ : 

2

2

2

2

x

u1

t

u

µ

µ
=

µ

µ

c
r  

où c est la compressibilité du milieu.   

Par analogie avec la solution générale de cette dernière équation dont la solution 

ÚɀõÊÙÐÛ : 

 

ö
÷

õ
æ
ç

å
-=

V

x
tFu   avec 

rc

1
V 2 =  

 

Où V est la vitesse de propagation des ondes. Nous cherchons une solution sous la 

ÍÖÙÔÌɯËɀÜÕÌɯÖÕËÌɯ×ÓÈÕÌɯ×ÙÖÎÙÌÚÚÐÝÌȮɯÚÌɯ×ÙÖ×ÈÎÌÈÕÛɯËÈÕÚɯÓÈɯËÐÙÌÊÛÐÖÕɯ)n,n,n(n 321

C
 

×ÌÙ×ÌÕËÐÊÜÓÈÐÙÌÔÌÕÛɯÈÜɯ×ÓÈÕɯËɀõØÜÈÛÐÖÕɯconstern =Ö
CC

 ȹ×ÓÈÕɯËɀÖÕËÌȺȭɯ.ÕɯÈɯËÖÕÊ : 
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ÌÕɯÙÌ×ÖÙÛÈÕÛɯÊÌÛÛÌɯÚÖÓÜÛÐÖÕɯËÈÕÚɯÓɀõØÜÈÛÐÖÕɯËÜɯÔÖÜÝÌÔÌÕÛɯÐÓɯÝÐÌÕÛ : 
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0 u
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soit :     l

0

ili

02 uuV Gr =  

             avec G  ὅ ὲὲ  

   équation de Christoffel  
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"ÌÛÛÌɯõØÜÈÛÐÖÕɯÚɀõÊÙÐÛɯÌß×ÓÐÊÐÛÌÔÌÕÛ :  
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On reconnaît ici que la résolution de cette équation est la résolution du problème aux 

valeurs propres et aux vecteurs propres. 

[ ]ilGG=  est ÜÕɯÛÌÕÚÌÜÙɯËÌɯÙÈÕÎɯƖɯÌÛɯÓɀõØÜÈÛÐÖÕɯËÌɯ"ÏÙÐÚÛÖÍÍÌÓȮɯØÜÐɯÌÚÛɯÓɀõØÜÈÛÐÖÕɯËÌɯ

propagation des ondes de déformation dans le milieu considéré, a pour vecteurs 

propres les vecteurs polarisations des ondes ( )30

2

0

1

0

i

0 u,u,uu aaaa =
C

 et pour valeurs 

propres le carré des vitesses de propagation correspondantes multipliées par la 

masse volumique du milieu  :  

2Vaa rg=  

 

Dans un espace à 3 dimensions, ÊÖÔÔÌɯÊɀÌÚÛɯÓÌɯÊÈÚɯËÈÕÚɯÓÌɯ×ÙõÚÌÕÛɯ×ÙÖÉÓöÔÌȮɯle 

tenseur G a 3 vecteurs propres et 3 valeurs propres. Nous les repérons ici en leur 

affectant un exposant a en haut à gauche. Cet exposant est un numéro arbitraire 

ËɀÖÙËÙÌȮɯÈÓÓÈÕÛɯ×ÈÙɯÌßÌÔ×ÓÌɯËÌɯƕɯãɯƗȭ 

 

Ainsi les vitesses et les polarisations des ondes qui se propagent suivant une 

direction n
C

 dans un milieu caractérisé par les rigidités élastiques  ὅ   ÚɀÖÉÛÐÌÕÕÌÕÛɯ

en cherchant les valeurs et vecteurs propres du tenseur dont les éléments sont  les 

G   ὅ ὲὲ. Il y a en général, pour une direction do nnée, trois vitesses de 

×ÙÖ×ÈÎÈÛÐÖÕɯØÜÐɯÚÖÕÛɯÓÌÚɯÙÈÊÐÕÌÚɯËÌɯÓɀõØÜÈÛÐÖÕɯÚõÊÜÓÈÐÙÌɯÚÜÐÝÈÕÛÌ : 

 

0V il

2

il =- drG  

 

où d est le symbole de Kronecker d  ρ si Ὥ ὰ ; dil = 0 si Ὥ̧ὰ). 

A chaque vitesse correspond un vecteur propre définissant la direction du déplacement de 

ÓÈɯÔÈÛÐöÙÌɯȹÓÈɯ×ÖÓÈÙÐÚÈÛÐÖÕɯËÌɯÓɀÖÕËÌȺȭ 

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills


Mécanique des milieux continus et denses - Elasticité, ondes élastiques   

Licence de Physique 3ème année UE SLA3OMMD  

Yann VAILLS – date de dernière mise à jour  : 06/09/2019 

"ÌɯÊÖÜÙÚɯÌÚÛɯËÐÚ×ÖÕÐÉÓÌɯãɯÓɀÈËÙÌÚÚÌɯÚÜÐÝÈÕÛÌ : 

 http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills    51/85 

+ÌÚɯõÓõÔÌÕÛÚɯËÌɯÓÈɯÔÈÛÙÐÊÌɯËÌɯ"ÏÙÐÚÛÖÍÍÌÓɯÚɀÌß×ÙÐÔÌÕÛɯcomme indiqué dans le tableau 

ci-dessous, en fonction des constantes élastiques et des coordonnées du vecteur 

unitaire  n
C

 caractérisant la direction et le sens de déplacement des ondes élastiques : 

 

Remarque : il peut arriver que la recherche des valeurs propres de la matrice G  

×ÈÚÚÌɯ×ÈÙɯÓÈɯÙõÚÖÓÜÛÐÖÕɯËɀÜÕÌɯõØÜÈÛÐÖÕɯËÜɯƗème degré. Une telle équation peut être 

compliquée à résoudre. On simplifie cette résolution en soumettant la matrice à des 

modifications telles que celles décrites ci-dessous. 

Techniques de simplification du calcul d'un déterminant  

Le calcul du déterminant d'une matrice carrée de dimension n nécessite le calcul 

d'autant de produits que de permutations à n éléments c'est-à-dire n! produits à 

effectuer, soit 2 pour une matrice de dimension 2, 6 pour une matrice de 

dimension 3 et 24 pour une matrice de dimension 4. De plus, il s'agit de trouver 

la signature de chacune des permutations. Le développement suivant une ligne ou 

une colonne permet d'organiser plus clairement les calculs mais ne diminue en 

rien le nombre de produits à effectuer. 

On remarque cependant que la présence d'un zéro dans une des cases de la 

matrice permet de faire disparaitre (n-1)! calculs. L'idée est donc de trouver des 

techniques remplaçant le calcul du déterminant d'une matrice par celui d'une 

matrice contenant de nombreux zéros, dite matrice à trous. On dispose pour cela 

d'un certain nombre de propriétés opératoires et de quelques techniques 

Propriétés opératoires élémentaires 

Le déterminant est une forme n-linéaire alternée de vecteurs colonnes ou de 

vecteurs lignes. Cette propriété a les conséquences suivantes : 

¶ si on permute deux lignes ou deux colonnes, le déterminant change de signe ; 

¶ si deux lignes ou deux colonnes sont identiques, le déterminant est nul ; 

¶ si on multiplie tous les termes d'une même ligne ou d'une même colonne par 

un réel k, le déterminant est multiplié par k ; 

¶ on peut ajouter à une colonne (ou une ligne) un multiple d'une autre colonne 

(ou d'une autre ligne) sans changer la valeur du déterminant ; 

¶ en conséquence, si une ligne ou une colonne est nulle, le déterminant est nul. 

Enfin le déterminant se comporte bien avec le produit des matrices : 

¶ det (A × B)=det(A).det(B). 
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la définition du tenseur [Gij]  : G   ὅ ὲὲ se développe comme suit par exemple 

ÚÜÙɯÓɀõÓõÔÌÕÛɯG  : 

G ὅ ὲὲ ὅ ὲὲ ὅ ὲὲ ὅ ὲὲ ὅ ὲὲ ὅ ὲὲ

ὅ ὲὲ ὅ ὲὲ ὅ ὲὲ 

Soit en notation contractée : 
 

G ὅ ὲὲ ὅ ὲὲ ὅ ὲὲ ὅ ὲὲ ὅ ὲὲ ὅ ὲὲ ὅ ὲὲ

ὅ ὲὲ ὅ ὲὲ 

Et finalement : 

G ὅ ὲ ὅ ὲ ὅ ὲ ςὅ ὲὲ ςὅ ὲὲ ςὅ ὲὲ 

 

et représente de façon très astucieuse par le produit ci-ËÌÚÚÖÜÚɯËɀÜÕɯÛÈÉÓÌÈÜɯƚßƚɯÌÛɯ

ËɀÜÕɯ×ÚÌÜËÖ-vecteur à 6 composantes : 

 

[Ga]      [Gij] 
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G

G

G

G

G

G

G

G

G

G

G

G

 

 

Le tableau 6x6 ci-dessus donne les valeurs de  en fonction des constantes 

élastiques ὅ  en notation contractée et des coordonnées ὲ du vecteur 

   où  est le vecteur d'onde. 

Nous baptiserons du nom de « tableau de Christoffel » le tableau ci-dessus 

utilisé et dont nous rappelons ici le contenu  :  
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661256144625452616
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II I . PROPRIETES DES ONDES ELASTIQUES PLANES  

 

Le tenseur G est symétrique : 

 

G   ὅ  ὲὲ  ὅ  ὲὲ  pour des raisons thermodynamiques 

      ὅ  ὲὲ en raison de la symétrie des tenseurs Ὕ et Ὓ  

     G  

 

Les valeurs propres du tenseur G sont donc réelles, et ses vecteurs propres 

orthogonaux entre eux.  

 

De plus les valeurs propres g = rV 2 sont positives donc dans le cas général il existe 3 

ondes planes se propageant dans une même direction avec des vitesses différentes   

et des polarisations orthogonales entre elles. 

 

Le vecteur déplacement de la matière u
C
ȹÓÈɯ×ÖÓÈÙÐÚÈÛÐÖÕɯËÌɯÓɀÖÕËÌȺɯÕɀÌÚÛɯ×ÈÚȮɯdans le 

cas le plus général, colinéaire ni perpendiculaire à la direction de propagation n
C

. 

 

+ɀÖÕËÌɯËÖÕÛɯÓÈɯ×ÖÓÈÙÐÚÈÛÐÖÕɯÌÚÛɯÓÈɯ×ÓÜÚɯ×ÙÖÊÏÌɯËÌɯn
C

 est dite « quasi longitudinale » (ou 

« pseudo longitudinale »), les autres sont dites « quasi transversales » (ou « pseudo 

transversales »). Ces dernières progressent habituellement toujours plus lentement 

ØÜÌɯÓɀÖÕËÌɯquasi longitudinaleȭɯ"ÌɯÕɀÌÚÛɯØÜÌɯÚÜÐÝÈÕÛɯËÌÚɯËÐÙÌÊÛÐÖÕÚɯËÌɯ×ÙÖ×ÈÎÈÛÐon 

particulières que les ondes sont purement longitudinales ou transversales. 
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IV . EXEMPLES DE PROPAGATION  

 

Déterminons les caractéristiques (vitesses et polarisations) des ondes élastiques qui 

se propagent dans la direction   n
C

(0, 0, 1), parallèle à ὕὼ. 

Il faut en premier lieu exprimer le tenseur G   

Par définition on a  :  

G   ὅ  ὲ  ὅ ὲ   ὅ  ὲ  ὅ   ὅ ὲ ὲ   

       ὅ   ὅ ὲὲ  ὅ   ὅ ὲὲ 

 

pour une propagation selon le vecteur  ὲᴆὲ πȟὲ πȟὲ ρ, le tenseur G  

ÚɀõÊÙÐÙÈɯËÖÕÊ : 

 

[]
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

=

333435

344445

354555

)1,0,0(

CCC

CCC

CCC

G  

 

 

 

 

 : onde quasi  

longitudinale  

 : onde quasi transversale 

: onde quasi transversale 
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1) 2Ü××ÖÚÖÕÚɯØÜÌɯÓÌɯÔÐÓÐÌÜɯËÈÕÚɯÓÌØÜÌÓɯÚÌɯ×ÙÖ×ÈÎÌɯÓɀÖÕËÌɯÈÐÛɯÜÕɯÈßÌɯËÌɯÚàÔõÛÙÐÌɯ

binaire (type A 2) selon ὕὼ ȹÊɀÌÚÛɯÓÌɯÊÈÚɯËɀÜÕɯÔÐÓÐÌÜɯÔÖÕÖÊÓÐÕÐØÜÌȺ. Dans ce cas en 

consultant le tableau ci-dessous, on voit que ὅ   ὅ   π 

 

#ɀÖķ : 
[]

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

=

33

4445

4555

A//)1,0,0(

C00

0CC

0CC

2
G

 

 

Ils se propagent donc dans ce milieu : 

¶ Une onde longitudinale à la vitesse r33CV =?  

¶ Deux ondes transversales se propageant respectivement avec les vitesses 

suivantes :  

 

 
r2

)C(4)CC(CC
V

2

45

2

55445544

1t

+-++
=    et 

r2

)C(4)CC(CC
V

2

45

2

55445544

2t

+--+
=  

 

2) Si le milieu a un deuxième axe binaire placé selon la direction ὕὼ ȹÊɀÌÚÛɯÓÌɯÊÈÚɯËɀÜÕɯ

milieu à symétrie orthorhombique). Alors ὅ  est nul et le tenseur G devient  :  

 

[]
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

=

33

44

55

A//)0,0,1(et)1,0,0(

C00

0C0

00C

2
G

 

 

Dans ce cas ils se propagent donc dans ce milieu : 

¶ Une onde longitudinale à la vitesse r33CV =?  

¶ Deux ondes transversales se propageant respectivement avec les vitesses 

suivantes :  

r
44

1t

C
V =   de polarisation parallèle à ὕὼ et 
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r
55

2t

C
V =   de polarisation parallèle à ὕὼ 

#ÈÕÚɯÓÌɯÊÈÚɯÖķɯÓɀÜÕɯËÌÚɯËÌÜßɯÈßÌÚɯËÌɯÚàÔõÛÙÐÌɯci-dessus a un ordre supérieur à 2 (A3, 

A 4 ou A 6), alors ὅ   ὅ  et les deux ondes transversales ont même vitesse. Leur 

polarisation est alors quelconque dans le plan ὕὼὼ. Les ondes transversales sont 

dites « dégénérées ɌɯÌÛȮɯ×ÈÙɯÈÕÈÓÖÎÐÌɯÈÝÌÊɯÓɀÖ×ÛÐØÜÌȮɯÓɀÈßÌɯὕὼ est dit « axe acoustique ». 

 

Ordres de grandeur  : exemple de Al   structure cubique :  

 

C11 = 107  GPa    C44 = 28 GPa   r = 2,7.103 kg.m -3 

 

)1,0,0(n
C

Ý 111
L s.m6295

C
V -==

r
et 144

T s.m3220
C

V -==
r

 

 

matériaux  Système 

cristallographique  

r 

(g.cm-3) 

C11 

(GPa) 

C33 

(GPa) 

C44 

(GPa) 

Diamant  Cubique - Oh 3,53 1060 1060 570 

Graphite  Hexagonal ɬ D6h 2,28 1060 36 4 

Quartz  

c-SiO 2 

Trigonal ɬ D3d 2,65 90 107 60 
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Bibliographie :  

¶ /ÏàÚÐØÜÌɯËÌɯÓɀõÛÈÛɯ2ÖÓÐËÌȮɯ"ȭɯ*(33$+Ȯɯ#ÜÕÖË 

¶ Physique des solides, N.W. ASHCRIFT et N.D. MERMIN, EDP Sciences 

 

#ÈÕÚɯÓÌÚɯÔÖÓõÊÜÓÌÚɯÐÓɯàɯÈɯÛÙÖÐÚɯÛà×ÌÚɯËɀõÕÌÙÎÐÌÚ : 

¶ Les énergies de rotation  Infrarouge  lointain   énergie 

¶ Les énergies de vibr ation  Infrarouge  

¶ Les énergies électroniques U.V.,visible          croissante 

 

Les approximations de la physique du solide sont les suivantes : 

 

¶ L’approximation adiabatique faite par Born et Oppenheimer : elle considère 

le mouvement des noyaux atomiques comme indépendant de celui des 

électrons, ce qui entraîne la séparation des hamiltoniens concernés. 

 

¶ L’approximation harmonique : les noyaux exercent les uns sur les autres des 

forces proportionnelles à leurs déplacements 

  

VIBRATIONS ATOMIQUES, 

PHONONS  
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I. ETUDES DES VIBRATIONS D’UN SYSTEME DE POINTS MATERIELS  

 

+ɀÌÚ×ÈÊÌɯËÌÚɯÊÖÕÍÐÎÜÙÈÛÐÖÕÚ : soit un système de n masses.  

G est le centre de gravité du système au repos 

 

 à trois dimensions l e système est 

décrit par 3n coordonnées 

 

X

x

x

.

.

x

x

x

n3

1n3

3

2

1

=

ö
ö
ö
ö
ö
ö
ö
ö
ö
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õ

æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ

ç

å

-

 

 

à tout instant  uXX 0 +=  où 

ö
ö
ö
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ
æ
æ
æ

ç

å

=

n3

1

u

.

.

.

u

u  

X0  : coordonnées au repos, représentent un vecteur défini dans le repère du centre 

de masse du système des n masses 

u  : variations de X0  , représente un vecteur défini dans le repère des masses. 

 

+ɀÌÚ×ÈÊÌɯ ËÌÚɯ ÊÖÕÍÐÎÜÙÈÛÐÖÕÚɯ ÌÚÛɯ ÜÕɯ ÌÚ×ÈÊÌɯ ÝÌÊÛÖÙÐÌÓɯ ËÌɯ ËÐÔÌÕÚÐÖÕɯ3n dont les 

éléments sont les vecteurs x   

 

Avec ces notations les énergies cinétique T et potentielle V ÚɀõÊÙÐÝÌÕÛ : 

ä
=

=
n3

1i

2

iium
2

1
T # 

x1 

x2 

 

x3 

 

x4 

x5 

 

x6 

 

G 
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et ( )n31 x,....,xVV=  

 

car cette énergie ne dépend que de la distance entre les atomes. On ne connaît pas a 

priori sa forme, donc on ÓɀõÊÙÐÛɯÊÖÔÔÌ un développement limité autour de la position 

ËɀõØÜÐÓÐÉÙÌ : 

 

( ) ( ) ...uu
xx

V

2

1
u

x

V
XVx,....,xV ji

n3

1i

n3

1j,i
x,xx,xji

2

i

xxi

0

n31

0j0iji0ii

+
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

µµ

µ
+öö

÷

õ
ææ
ç

å

µ

µ
+= ä ä
= =

==

 

À  ÓɀõØÜÐÓÐÉÙÌȮɯÓɀõÕÌÙÎÐÌɯ×ÖÛÌÕÛÐÌÓÓÌɯÌÚÛɯÔÐÕÐÔÜÔȮɯËÖÕÊɯÓÌɯÎÙÈËÐÌÕÛɯÌÚÛɯÕÜÓ :  

 

0
x

V

0ii xxi

=öö
÷

õ
ææ
ç

å

µ

µ

=

 " i 

Par ailleurs on choisit le « zéro Ɍɯ ËÌɯ ÓɀõÕÌÙÎÐÌɯ ×ÖÜÙɯ ØÜÌɯ( )xV 0  soit nul. En 

conséquence on a :  

 

 ( ) ...uu
xx

V

2

1
x,....,xV ji

n3

1j,i
x,xx,xji

2

n31

0j0iji

+
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

µµ

µ
= ä

=
=

 

 

#ÈÕÚɯÓɀÈ××ÙÖßÐÔÈÛÐÖÕɯÏÈÙÔÖÕÐØÜÌɯÖÕɯÕÌɯ×ÙÌÕËɯÌÕɯÊÖÔ×ÛÌɯØÜÌɯÓÌÚɯÛÌÙÔÌÚɯËɀÖÙËÙÌɯƖɯ

ËÌɯÊÌɯËõÝÌÓÖ××ÌÔÌÕÛȮɯÌÕɯÕõÎÓÐÎÌÈÕÛɯÓÌÚɯÛÌÙÔÌÚɯËɀÖÙËÙÌɯÚÜ×õÙÐÌÜÙÚȭɯ 

 

On écrira donc simplement :  

 

( ) ji

n3

1j,i
x,xx,xji

2

n31 uu
xx

V

2

1
x,....,xV

0j0iji

ä
=

=

ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

µµ

µ
=  

 

Posons maintenant 
ji

2

ij
xx

V
V

µµ

µ
=  , [V ij] est un tenseur symétrique de rang 2 
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Effectuons le changement de variable suivant : iii umq =   il vient  alors : 

xx###
2

1
q

2

1
T

n3

1i

2

i == ä
=

 où 

ö
ö
ö
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ
æ
æ
æ

ç

å

=

n3

1

q

.

.

.

q

x   et 

 

xxA
2

1
qq

mm

V

2

1
V ji

n3

1j,i ji

ij
== ä

=

 où 
ji

ij

ij
mm

V
A =  

 

ὃ appelée matrice dynamique  du système. 

On fait alors un nouveau changement de repère afin de se placer dans le repère 

propre de la matrice ὃ. 

Dans le nouveau repère on écrit : 

ö
ö
ö
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ
æ
æ
æ

ç

å

=

n3

1

Q

.

.

.

Q

x  

Avec ὓ , matrice de changement de base on peut écrire : 

ή  ὓ ὗ 

 

Dans son repère propre la matrice A est diagonale : 
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ö
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õ

æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ
æ

ç

å

=

-

n3

1n3

2

1

Q
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........
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A

l
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On a alors : ä
=

==
n3

1i

2

iQ
2

1

2

1
T ###xx  
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   ä
=

==
n3

1i

2

iiQ
2

1
A

2

1
V lxx  

 

les Qi sont ici des modes découplés  

 

remarque : "i, lὭ  π ÊÈÙɯÚÐɯÖÕɯõÊÈÙÛÌɯÓÌɯÚàÚÛöÔÌɯÚÈɯ×ÖÚÐÛÐÖÕɯËɀõØÜÐÓÐÉÙÌɯÐÓɯÛÌÕËɯ

toujours à y revenir Ý li = wi2 

Le Lagrangien ËɀÜÕɯÚàÚÛöÔÌɯËÌɯn ÈÛÖÔÌÚɯËÈÕÚɯÓɀÌÚ×ÈÊÌɯãɯƗ dimensions ÚɀõÊÙÐÙÈɯËÖÕÊɯ: 

 

( )ä
=

-=-=
n3

1i

2

ii

2

i QQ
2

1
VTL l#  

 

ÌÛɯÓɀõØÜÈÛÐÖÕɯËÜɯÔÖÜÝÌÔÌÕÛɯËɀÜÕɯÛÌÓɯÚàÚÛöÔÌȮɯÈ××ÌÓõÌɯõØÜÈÛÐÖÕɯde Hamilton  est : 

 

ii Q

L

Q

L

dt

d

µ

µ
=öö
÷

õ
ææ
ç

å

µ

µ

#  

 

cette équationȮɯÊÖÔ×ÛÌɯÛÌÕÜɯËÌɯÓɀÌß×ÙÌÚÚÐÖÕɯËÌɯL, se transforme en : 

 

iii QQ l-=##  avec  li ² 0 

 

dont les solutions sont : 

 

tj

k

tj

kk
KK eBeAQ
ll -

+=  

soit : 

 

tj

k

tj

kk
kk eBeAQ
ww -

+=  

 

Qk ÙÌ×ÙõÚÌÕÛÌɯÜÕÌɯÊÖÔ×ÖÚÈÕÛÌɯËɀÜÕɯmode propre de vibration. 

+ÌɯÔÖÜÝÌÔÌÕÛɯÙõÌÓɯËÌÚɯÈÛÖÔÌÚɯÚɀõÊÙÐÛɯÊÖÔÔÌɯÚÜÐÛɯËÈÕÚɯÓÌɯÙÌ×öÙÌɯËÌÚɯÔÈÚÚÌÚ : 
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( )ää
=

-

=

+==
n3

1k

tj

k

tj

kik

n3

1k

kiki
kk eBeAMQMq
ll

 

soit ( )ää
=

-

=

+==
n3

1k

tj

k

tj

kik

n3

1k

kiki
kk eBeAMQMq
ww

 

 

remarque : en général  

¶ 3 des li sont nulles car elles correspondent aux translations globales du 

système 

¶ 3 des li correspondent aux rotations globales du système 

 

Cas particuliers : 

 

n = 1 : ÓÌɯÚàÚÛöÔÌɯÕÌɯÊÖÕÛÐÌÕÛɯØÜɀÜÕɯÚÌÜÓɯÈÛÖÔÌȮɯÐÓɯàɯÈɯƗɯËÌÎÙõÚɯËÌɯÓÐÉÌÙÛõȮɯÓÌÚɯ

mouvements sont des translations 

n = 2 : il y a 6 degrés de liberté, dont  3 de translations globales, 2 de rotations 

globales et 1 de vibration, comme indiqué sur la figure ci -dessous. 

 
 

la rotation autour de  Ox1 ÕɀÈɯÈÜÊÜÕÌɯÚÐÎÕÐÍÐÊÈÛÐÖÕɯ×ÏàÚÐØÜÌɯÊÈÙɯÐÓɯÕɀàɯÈɯ×ÈÚɯËÌɯ

moment cinétique sur cet axe. 

Ainsi voici quelques exemples de fréquences de modes propres de vibration pour des 

molécules diatomiques :  

HF  3962 cm-1 

HCl   2886 cm-1 

HBr   2558 cm-1 

CO  2144 cm-1 

x1 

x2 
 

x3 
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BrCl    440 cm-1 

H 2  4401 cm-1 

HD   3813 cm-1 

D2  3315 cm-1 

 

n = 3 : 9 degrés de liberté dont 3 de translations globales, 3 de rotations globales et 3 

de vibrations  

 

La résolution du problème aux valeurs propres et vecteurs propres décrivant les 

ÝÐÉÙÈÛÐÖÕÚɯËÌɯÓÈɯÔÖÓõÊÜÓÌɯËɀÌÈÜɯËÈÕÚɯÓÌɯÊÈËÙÌɯËÌɯÓɀÈ××ÙÖßÐÔÈÛÐÖÕɯÏÈÙÔÖÕÐØÜÌɯËÖÕÕÌɯ

les modes de vibrations suivants, dont les valeurs des fréquences sont obtenues par 

mesures spectroscopiques 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exemple :  

"ÖÕÚÐËõÙÖÕÚɯ ÓÈɯ ÛÙÈÕÚÓÈÛÐÖÕɯ ËɀÌÕÚÌÔÉÓÌɯ
1xT selon Ox1 pour un système à 

ὲ atomes dans un espace à 3 dimensions. 

1xT  est un vecteur à 3n coordonnées, toutes égales entre elles. 

Avant translation les coordonnées de configuration du système sont x 

Après translat ion elles sont 
1xT' +=xx  

Les énergies potentielles avant et après translations sont respectivement : 

H 

O 

H H 

 

O O 

H H H 

’ σφυς ὧά  

Vibration de 

valence symétrique 

 
’ ρυτυ ὧά  

Vibration dôangle de 

valence 

 
’ σχυφ ὧά  

Vibration de 

valence antisymétrique 
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xxA
2

1
V =   et  

11 xx TAT
2

1
'V ++= xx  

.ÕɯÚÈÐÛɯ×ÈÙɯÈÐÓÓÌÜÙÚɯØÜɀÜÕÌɯÛÙÈÕÚÓÈÛÐÖÕɯËɀÌÕÚÌÔÉÓÌɯÚÌÓÖÕɯOx1 ÕɀÈÍÍÌÊÛÌɯ×ÈÚɯÓɀõÕÌÙÎÐÌɯ

potentielle interne du système.  

Donc  ὠ  ὠȭ 

Or le calcul donne : 

 

[ ]
1111 xxxx TATATTAA

2

1
'V +++++= xxxxxx  

 

ËɀÖķ : 
11111 xxxxx T0TATATTA "=++++ xxxx  

 

ὠ  ὠȭ  impose donc 0TA
1x = ce qui signifie que 

1xT est vecteur propre de la 

matrice A, avec la valeur propre 0 

+ÌÚɯÛÙÈÕÚÓÈÛÐÖÕÚɯËɀÌÕÚÌÔÉÓÌɯÊÖÙÙÌÚ×ÖÕËÌÕÛɯËÖÕÊɯÉÐÌÕɯãɯËÌÚɯÝÈÓÌÜÙÚɯ×ÙÖ×ÙÌÚɯÕÜÓÓÌÚȭ 

 

Chaque système matériel possède des fréquences propres. Exemple : les fréquences 

×ÙÖ×ÙÌÚɯËɀÜÕɯ×ÖÕÛȮɯÝÖÐÙɯ×ÖÕÛɯËÜɯTocama, effondré en 1940 : 

 

https://www.youtube.com/watch?v=3mclp9QmCGs   

 http://www.wat.tv/video/effondr ement-pont -tacoma-en-1940-2thv7_2ey61_.html 

 

 

II. Quantification  

 

1) Rappels de mécanique classique : 

 

ÈȺɯ"ÏÈćÕÌɯÐÕÍÐÕÐÌɯãɯƕɯÛà×ÌɯËɀÈÛÖÔÌ : on modélise la chaîne par des atomes de 

masses mȮɯÌÚ×ÈÊõÚɯËɀÜÕÌɯËÐÚÛÈÕÊÌɯa reliés entre eux par une liaison assimilable à 

un micro -ressort de raideur k 

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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+ÌÚɯÝÐÉÙÈÛÐÖÕÚɯØÜÐɯÚÌɯ×ÙÖ×ÈÎÌÕÛɯËÈÕÚɯÓÈɯÊÏÈćÕÌɯÚÖÕÛɯÓÌÚɯÚÖÓÜÛÐÖÕÚɯËÌɯÓɀõØÜÈÛÐÖÕɯ

suivante : 

 

)uu(k)uu(k
dt

ud
m 1nnn1n2

n

2

-+ ---=  

 

Les solutions se mettent sous la forme )qnat(j

n Aeu -= w  où la pulsation est : 

 

2

qa
sin

m

k
2=w  

 

 La relation de dispersion est la suivante :  

 

2

qa
sin

m

k
2=w  

 

La pulsation est donc une fonction périodique de  q et il suffit de la représenter 

sur une seule période, centrée sur q = 0, appelée « 1ère zone de Brillouin  » 
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"ÖÜÙÉÌɯËÌɯËÐÚ×ÌÙÚÐÖÕɯËÌɯÓÈɯÊÏÈćÕÌɯÓÐÕõÈÐÙÌɯãɯƕɯÛà×ÌɯËɀÈÛÖÔÌɯËÌɯÔÈÚÚÌÚɯm, de périodicité a, 

liaison interatomique est assimilable à un ressort de raideur k 

 

b) "ÏÈćÕÌɯÐÕÍÐÕÐÌɯãɯƖɯÛà×ÌÚɯËɀÈÛÖÔÌÚ : on modélise la chaîne par des atomes de 

masses M 1  et M 2  ÌÚ×ÈÊõÚɯËɀÜÕÌɯËÐÚÛÈÕÊÌɯa reliés entre eux par une liaison 

assimilable à un micro-ressort de raideur C 

 

 

 

Les vibrations qui se propagent dans la chaîne sont les solutions du système 

ËɀõØÜÈÛÐÖÕÚɯÚÜÐÝÈÕÛ : 

M2 M2 

 
M2 

 

M1 

 
M1 

 
M1 

 

na (n+1)a 

 
(n+2)a 

 
(n+3)a 

 
(n-1)a 

 
(n-2)a 

 

un-1 un 

 
un+1 

 

vn-1 

 
vn 

 

vn+1 
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)vu(C)uv(C
dt

ud
M 1nnnn2

n

2

1 ----=  

)uv(C)vu(C
dt

vd
M nnn1n2

n

2

2 ---= +  

Les solutions se mettent sous la forme 
)qnat(j

n Aeu -= w
 et 

)a)1n(qt(j

n Bev +-= w
où la 

pulsation prend les deux séries de valeurs ci-dessous : 

 

21

2

2

2

MM

)qa(sin
4

*M

1
C

*M

C
-°=w  

 

où öö
÷

õ
ææ
ç

å
+=

21 M

1

M

1

*M

1
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"ÖÜÙÉÌÚɯËÌɯËÐÚ×ÌÙÚÐÖÕɯËÌɯÓÈɯÊÏÈćÕÌɯÓÐÕõÈÐÙÌɯãɯƖɯÛà×ÌÚɯËɀÈÛÖÔÌÚɯÌÚ×ÈÊõÚɯËɀÜÕÌɯËÐÚÛÈÕÊÌɯa 

(remarque : la périodicité du réseau est ici 2a), de masses M 1 et M 2 (M 1 < M 2) et dont la liaison 

interatomique est assimilable à un ressort de raideur C 

 

 

Montrons comment apparaît la quantification en retournant au cas simplifié de la 

ÊÏÈćÕÌɯãɯƕɯÛà×ÌɯËɀÈÛÖÔÌ  de périodicité ὥ. 

.ÕɯÙÌÔÈÙØÜÌÙÈɯØÜɀÌÕɯÊÌÕÛÙÌɯËÌɯáÖÕÌɯËÌɯ!ÙÐÓÓÖÜÐÕɯÓÈɯÝÈÓÌÜÙɯËÌɯ
qµ

µw pour les 

branches acoustiques, représente la vitesse des ondes sonores dans le matériau. 
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Etude détaillée des vibrations dans la matière  : cas des vibrations 

d’une chaîne linéaire  à deux types d’atomes (traitement classique) 

 

 

I. Vibrations longitudinales  

 

 

.ÕɯÊÖÕÚÐËöÙÌɯÜÕÌɯÍÐÓÌɯÐÓÓÐÔÐÛõÌɯËɀÈÛÖÔÌÚɯéquidistants de masses m1 et m2 (m1 > m2). La 

distance au repos entre deux atomes consécutifs est a. Entre deux atomes consécutifs 

ËÌɯÓÈɯÊÏÈćÕÌɯÚɀÌßÌÙÊÌÕÛɯËÌÚɯÍÖÙÊÌÚɯËÌɯÙÈ××ÌÓɯËÌɯÕÈÛÜÙÌɯõÓÈÚÛÐØÜÌɯmodélisées par des 

ressorts identiques de raideur k. On ne considère que les interactions entre atomes 

premiers voisins.  

Les atomes de masse ά  ÚÖÕÛɯÙÌ×õÙõÚɯ×ÈÙɯÜÕÌɯ×ÖÚÐÛÐÖÕɯËɀõØÜÐÓÐÉÙÌɯÕÖÛõÌɯὼ et un 

déplacement par rapport à cette position noté ό ÖķɯÓɀÐÕËÐÊÌɯp est pair.   Les atomes de 

masse ά  sÖÕÛɯÙÌ×õÙõÚɯ×ÈÙɯÜÕÌɯ×ÖÚÐÛÐÖÕɯËɀõØÜÐÓÐÉÙÌɯÕÖÛõÌɯὼ et un déplacement par 

rapport à cette position noté ό ÖķɯÓɀÐÕËÐÊÌɯp est impair.  

 

 

1) Ecrire les équations du mouvement des ËÌÜßɯÛà×ÌÚɯËɀatomes lorsque la chaîne est 

soumise à un ébranlement longitudinal.  

 

 

 

 

 

 

m2 m2 

 
m2 

 

m1 

 
m1 

 
m1 

 

x2n+1 

 

x2n+2 

 

x2n 

 

x2n-1 

 

u2n-1 u2n+1 

 
u2n+3 

 

     

u
2n

 u
2n+2

 u
2n+4

 

  

x
2n+3

 

  

x
2n+4
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ά Ὧ ό ό ό ό  

 

     Ὧό ό ςό  

 

ά
Ὠό

Ὠὸ
Ὧ ό ό ό ό  

 

Ὧό ό ςό  
2) Chercher une solution sinusoïdale de ces équations sous la forme : 

       ό   ὃ Ὡw   avec ὼ  ςὲὥ 

 ό   ὃ Ὡw     avec ὼ  ςὲ ρὥ 

lorsque q
C
ÌÚÛɯÓÌɯÝÌÊÛÌÜÙɯËɀÖÕËÌɯËÈÕÚɯÓÈɯËÐÙÌÊÛÐÖÕɯËÌɯ×ÙÖ×ÈÎÈÛÐÖÕɯÌÛɯßɯÓɀÈÉÚÊÐÚÚÌɯÈÜɯ

ÙÌ×ÖÚɯËÌɯÓɀÈÛÖÔÌɯÊÖÕÚÐËõÙõȭɯ 

,ÖÕÛÌÙɯØÜɀÐÓɯÌßÐÚÛÌɯ×ÖÜÙɯÊÏÈØÜÌɯÝÈÓÌÜÙɯËÌɯØɯËÌÜßɯÝÈÓÌÜÙÚɯËÌɯÓÈɯ×ÜÓÚÈÛÐÖÕɯw dont vous 

donnerez les expressions en fonction de q. Tracer les courbes de dispersion w(q) 

correspondantes. 

 

on écrira donc précisément : 

ό ὃςὩ
Ὦὸήςὲὥ 

ό ὃρὩ
Ὦὸήςὲ ρὥ 

ό ὃρὩ
Ὦὸήςὲ ρὥ  

ό ὃςὩ
Ὦὸήςὲ ςὥ 

 

άὃὩ ὯὃὩ ὃὩ ςὃὩ  

 

άὃὩ ὯὃὩ ὃὩ ςὃὩ  

 

Soit : 

 

άὃ ὯὃὩ ὃὩ ςὃ  
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άὃ ὯὃὩ ὃὩ ςὃ  

 

 

Finalement il reste : 

 

ὃ ά ςὯ ὃςὯÃÏÓήὥ π 

 

ὃ ά ςὯ ὃςὯÃÏÓήὥ π 

 

 

"ÌɯÚàÚÛöÔÌɯËÌɯËÌÜßɯõØÜÈÛÐÖÕÚɯÏÖÔÖÎöÕÌÚɯÕɀÈɯËÌɯÚÖÓÜÛÐÖÕɯÌÕɯὃet ὃ que si son 

déterminant est nul, soit  si : 

 

Ў ά ςὯ ά ςὯ τὯÃÏÓήὥ π 

 

#ɀÖķ : 


ςὯ

‘


τὯ

άά
ÓÉÎήὥ π 

Avec ‘  

 

 

Cette équation bicarrée a pour solutions  : 

 


Ὧ

‘

Ὧ

‘
ρ

τ‘

άά
ÓÉÎήὥ 

Et 


Ὧ

‘

Ὧ

‘
ρ

τ‘

άά
ÓÉÎήὥ 

 

 

ü En centre de 1ère zone de Brillouin ή π les deux solutions valent : 
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 Branche optique     

Et : 

 

 π          Branche acoustique 

 

ü En bord de 1ère zone de Brillouin ή  les deux solutions valent : 

 

 


ςὯ

ά
  

 


ςὯ

ά
  

 

ü Le développement de   en ή π donne : 

 


Ὧ

‘

Ὧ

‘
ρ

ς‘

άά
ήὥ  

 

Soit : 

 
ςὯ

‘

ςὯ‘

άά
ήὥ 

 

Cette fonction est décroissante en ή 

 

 
ςὯ‘

άά
ὥή 

 

La fonction   est donc linéairement croissante en ή 
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3) Monter que sur la branche la plus basse (branche acoustique) w est assimilable à 

ÜÕÌɯÍÖÕÊÛÐÖÕɯÓÐÕõÈÐÙÌɯËÌɯØɯ×ÖÜÙɯÓÌÚɯÍÈÐÉÓÌÚɯÝÈÓÌÜÙÚɯËÜɯÝÌÊÛÌÜÙɯËɀÖÕËÌȭɯ$ÕɯËõËÜÐÙÌɯ

la vitesse de propagation du son dans la chaîne. 

Nous avons vu ci-dessus que pour la branche acoustique, branche la plus basse, le 

développement de    aÜßɯ×ÌÛÐÛÌÚɯÝÈÓÌÜÙÚɯËÜɯÝÌÊÛÌÜÙɯËɀÖÕËÌȮɯõÛÈÐÛ : 

 
ςὯ‘

άά
ὥή 

 

Soit pour   : 

 
ςὯ‘

άά

Ⱦ

ὥή 

 

Cette fonction est bien linéairement croissante en ή 

La vitesse des ondes acoustiques est donc : 

ὠ


ή

ςὯ‘

άά

Ⱦ

ὥ ὥ
ςὯ

ά ά
 

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills


Mécanique des milieux continus et denses - Elasticité, ondes élastiques   

Licence de Physique 3ème année UE SLA3OMMD  

Yann VAILLS – date de dernière mise à jour  : 06/09/2019 

"ÌɯÊÖÜÙÚɯÌÚÛɯËÐÚ×ÖÕÐÉÓÌɯãɯÓɀÈËÙÌÚÚÌɯÚÜÐÝÈÕÛÌ : 

 http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills    74/85 

4) Calculer le rapport des amplitudes A 1/A 2 pour les deux branches en centre et au 

bord de la 1ère zone de Brillouin. Quelles conditions peut -on tirer pour le 

déplacement des atomes de chaque sous-réseau ?  

/ÈÙɯÈÐÓÓÌÜÙÚȮɯËɀÈ×ÙöÚɯÓÌɯÚàÚÛöÔÌɯËɀõØÜÈÛÐÖÕɯécrit au 2) il vient  : 

ὃ

ὃ

ςὯÃÏÓήὥ

ά ςὯ

ά ςὯ

ςὯÃÏÓήὥ
 

Donc : 

ü Pour la branche  optique :   or  

#ɀÖķ  π  ᶅή ɴ 1ère zone de Brillouin   

Donc deux atomes voisins se déplacent en sens opposés. On ËÐÙÈɯØÜɀÐÓÚɯ

vibrent en opposition de phase. 

ü Pour la branche  acoustique :   or  

#ɀÖķɯɯπ  ᶅή ɴ 1ère zone de Brillouin   

#ÖÕÊɯËÌÜßɯÈÛÖÔÌÚɯÝÖÐÚÐÕÚɯÚÌɯËõ×ÓÈÊÌÕÛɯËÈÕÚɯÓÌɯÔ÷ÔÌɯÚÌÕÚȭɯ.ÕɯËÐÙÈɯØÜɀÐÓÚɯ

vibrent en phase. 

Envisager les cas limites suivants : m2  0 ; m1  ¤ ; m1  m2. 

ü m2  0 : 

ÓÈɯÉÙÈÕÊÏÌɯÖ×ÛÐØÜÌɯËÐÚ×ÈÙÈÐÛȮɯÐÓɯÕɀàɯÈɯ×ÓÜÚɯØÜɀÜÕÌɯÉÙÈÕÊÏÌɯËÌɯËÐÚ×ÌÙÚÐÖÕ 

 

.ÕɯÙÌÛÙÖÜÝÌɯÜÕÌɯÊÏÈćÕÌɯÓÐÕõÈÐÙÌɯãɯƕɯÛà×ÌɯËɀÈÛÖÔÌȮɯÜÕÌɯ×õÙÐÖËÐÊÐÛõɯËÌɯ2a 

dans le réseau directe et p/a dans le réseau réciproque 

m2 m2 

 
m2 

 

m1 

 
m1 

 
m1 

 

x2n+1 

 

x2n+2 

 

x2n 

 

x2n-1 

 

u2n-1 u2n+1 

 
u2n+3 
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ü m1  ¤ :  

on a ne masse m2 qui oscille entre 2 ressorts de constante de raideur k 

Par ailleurs la masse réduite tend vers m2 ‘ ᴼά  donc la branche 

ÈÊÖÜÚÛÐØÜÌɯÚɀÌÍÍÖÕËÙÌɯÌÛɯÐÓɯÕÌɯÙÌÚÛÌɯ×ÓÜÚɯØÜÌɯÓÈɯÉÙÈÕÊÏÌɯÖ×ÛÐØÜÌɯÈÝÌÊɯÜÕÌɯ

fréquence unique. 
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on retrouve les mêmes fréquences que pour la chaîne linéaire à 1 type 

ËɀÈÛÖÔÌȮɯÈÝÌÊɯÜÕÌɯ×õÙÐÖËÐÊÐÛõɯÍÖÙÔÌÓÓÌɯËÌɯ2a. Il y a « repliement  » de la 1ère 

zone de Brillouin sur elle -même pour former une périodicité de p/a 

5) 0ÜÌÓɯ ÌÚÛɯ ÓÌɯ ÝÌÊÛÌÜÙɯ ËɀÖÕËÌɯ ÊÖÙÙÌÚ×ÖÕËÈÕÛɯ ãɯ ÓÈɯ ÝÐÉÙÈÛÐÖÕɯ ÙÌ×ÙõÚÌÕÛõÌɯ ÚÜÙɯ ÓÌɯ

graphique ci -dessous ? 

 

 

 

II. Vibrations Transversales  

/ÖÜÙɯËÌÚɯËõ×ÓÈÊÌÔÌÕÛÚɯÛÙÈÕÚÝÌÙÚÈÜßȮɯÓÈɯÍÖÙÊÌɯËÌɯÙÈ××ÌÓɯÌÚÛɯ×ÙÖ×ÖÙÛÐÖÕÕÌÓÓÌɯãɯÓɀÈÕÎÓÌɯ

q défini par  : Ὂ    ὅq 

 

 

 

 

 

On désigne par v2n et v2n+1 les déplacements transversaux des atomes (2n) et (2n+1) 

ÈÜÛÖÜÙɯËÌɯÓÌÜÙÚɯ×ÖÚÐÛÐÖÕÚɯËɀõØÜÐÓÐÉÙÌȮɯὺ  et ὺ  << a 

1. Ecrire les équations du mouvement de ces atomes. En déduire les courbes de 

dispersion des modes transverses. 

2. Les atomes de la chaîne sont supposés avoir des charges (+zȺɯ×ÖÜÙɯÓɀÈÛÖÔÌɯËÌɯ

masse m2 et (-zȺɯ×ÖÜÙɯÓɀÈÛÖÔÌɯËÌɯÔÈÚÚÌÚɯÔ1ȭɯ+ÖÙÚØÜɀÖÕɯÚÖÜÔÌÛɯÓÈɯÊÏÈćÕÌɯãɯÜÕÌɯ

onde électromagnétique définie par : )x'qt'(j
0eEE -= w
CC

ȮɯØɀǾǾɯp/a, que deviennent 

les équations du mouvement ? Avec //E
C

direction de v 2n. 

3. On cherche des solutions de la forme : 

ὺ   ὄ Ὡw   avec ὼ  ςὲὥ 

 ὺ        ὄ Ὡw  

u2n-1 

u2n+

1 

u2n+3 

 

 

  

m2 m2 

 

m1 

 
m1 
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x2n+2 

 

x2n 

 

x2n-1 

 

u2n-1 u2n+1 

 

   

u
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 u
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Quelles conditions doivent satisfaire  w, wɀȮɯØɯÌÛɯØɀ pour que les équations du 

mouvement soient solubles ? Ces conditions étant satisfaites, calculer ὄ et ὄ. 
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2) Conditions cycliques de Born ɬ von Karman  : 

 

Soit un cristal cubique de 1 mm de côté, de périodicité a = 3 Å 

 

Cristal : volume V = 1021 Å 3, surface S = 6.1014 Å 2 

Cellule cubique élémentaire :  

vol. v # 30 Å3, surf. s # 10 Å2 

 

+ÌɯÕÖÔÉÙÌɯËɀõÓõÔÌÕÛÚɯÊÏÐÔÐØÜÌÚɯõÓõÔÌÕÛÈÐÙÌÚɯËÈÕÚɯÓÌɯÊÙÐÚÛÈÓɯÌÚÛ : 

Nv # V/v # 3.1019 

+ÌɯÕÖÔÉÙÌɯËɀõÓõÔÌÕÛÚɯÊÏÐÔÐØÜÌÚɯõÓõÔÌÕÛÈÐÙÌÚɯãɯÓÈɯÚÜÙÍÈÊÌɯËÜɯÊÙÐÚÛÈÓɯÌÚÛ : 

NS # S/s # 6.1013 

 

NS << NV donc dans une première approximation on peut négliger les effets des 

atomes qui se trouvent à la surface du cristal. On affectera ainsi arbitrairement un 

état de vibration identique à deux atomes situés à deux extrémités opposées du 

criÚÛÈÓȭɯ#ÈÕÚɯÓÌɯÊÈÚɯËɀÜÕÌɯÊÏÈćÕÌɯÓÐÕõÈÐÙÌɯãɯN atomes cela revient à refermer la 

chaîne sur elle-Ô÷ÔÌɯȹËɀÖķɯÓÈɯËõÕÖÔÐÕÈÛÐÖÕɯËÌɯɋ conditions cycliques »).  

 

 
 

Dans ce cas les états de vibration un du nième atome  et un+N celui du n+N ième seront 

tels que : 

 

 
[ ] [ ]a)Nn(qtj

Nn

qnatj

n AeuAeu +-

+

- === ww
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Où q
C

 ÙÌ×ÙõÚÌÕÛÌɯÓÌɯÝÌÊÛÌÜÙɯËɀÖÕËÌ 

Ce qui impose : ήὔὥ  ςpὴ , p ÌÕÛÐÌÙɯÙÌÓÈÛÐÍȮɯËɀÖķ 

 

 

Na

2
pq
p

=
 

Il y a ØÜÈÕÛÐÍÐÊÈÛÐÖÕɯËÜɯÝÌÊÛÌÜÙɯËɀÖÕËÌȭ 

Les courbes de dispersion sont donc discontinues et constituées de points espacées 

de façon équidistante de 
Na

2p
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III. Notion de «  phonon  » 

 

1) Quantification des modes propres  

#ÌɯÔ÷ÔÌɯØÜɀÖÕɯõÊÙÐÝÈÐÛɯÊÖÔÔÌɯÚÜÐÛɯÓÌɯLagrangien ËÈÕÚɯÓÌɯÊÈÚɯËɀÜÕɯÚàÚÛöÔÌɯãɯn 

ÈÛÖÔÌÚɯËÈÕÚɯÓɀÌÚ×ÈÊÌɯãɯƗɯËÐÔÌÕÚÐÖÕÚ : 

 

( )ä
=

-=-=
n3

1i

2

ii

2

i QQ
2

1
VTL l#
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on écrit le Hamiltonien correspondant de la façon suivante : 

( )ä
=

+=+=
n3

1i

2

ii

2

i QQ
2

1
VTH l#

 

 

où li =  wi2 représente les pulsations des modes de vibration. On admettra 

facilement que pour un cristal à N mailles, contenant chacune s atomes (n = Ns 

ÈÛÖÔÌÚɯÌÕɯÛÖÜÛɯËÈÕÚɯÓÌɯÊÙÐÚÛÈÓȺȮɯɯËÈÕÚɯÓɀÌÚ×ÈÊÌɯãɯƗɯËÐÔÌÕÚÐÖÕÚȮɯÖÕɯÈɯƗs courbes de 

dispersion (branches). Le Hamiltonien peut alors ÚɀõÊÙÐÙÌɯËÌɯÓÈɯÍÈñÖÕɯÚÜÐÝÈÕÛÌɯ

(toujours en sommant sur tous les modes de vibration) : 

 

( )ää
=

+=+=
s3

1r

rqrq

2

rqrqrq

qonde'd
vecteursN

q

Q*QQ*Q
2

1
VTH w##

C

 

 

où la première sommation concerne les N ÝÌÊÛÌÜÙÚɯËɀÖÕËÌɯËÌɯÓÈɯƕère zone de 

Brillouin, et la deuxième somme porte sur les 3s branches des courbes de 

dispersion. 

Ci-dessous sont représentées les courbes de dispersion des modes de vibration 

dans le silicium et le germanium cristallins  
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(a) ȯɯËÌÕÚÐÛõɯËɀõÛÈÛÚ 

(b) : Courbes de dispersion pour le silicium (ou  le germanium) en structure cubique dite « diamant » 

 

.ÕɯÔÖÕÛÙÌɯÌÕɯÔõÊÈÕÐØÜÌɯØÜÈÕÛÐØÜÌɯØÜÌɯÓɀÖÕɯ×ÌÜÛɯÐÕÛÙoduire le moment conjugué 

de Lagrange rq

rq

rq *Q
Q

L
P #

#
=

µ

µ
=  (correspondant à la quantité de mouvement), 

ËɀÖķ : 
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2

1
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C

 

 

On reconnaît ici que le Hamiltonien est éÊÙÐÛɯÚÖÜÚɯÓÈɯÍÖÙÔÌɯËɀÜÕÌɯÚÖÔÔÌɯËÌɯ

Hamiltoniens ËɀÖÚÊÐÓÓÈÛÌÜÙÚɯÏÈÙÔÖÕÐØÜÌÚȭɯ+ÌɯÚàÚÛöÔÌɯȹÓÌɯÊÙÐÚÛÈÓȺɯÈ××ÈÙÈćÛɯËÖÕÊɯ

comme un ensemble de 3Ns oscillateurs harmoniques, chacun étant caractérisé 

×ÈÙɯÓɀõÕÌÙÎÐÌɯÔÖàÌÕÕÌ suivante : 
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où g dépend de la température T ÌÛɯ ÙÌ×ÙõÚÌÕÛÌɯ ÓÌɯ ÕÖÔÉÙÌɯ ËɀÖÚÊÐÓÓÈÛÌÜÙÚɯ

élémentaires de pulsation wrq 

Il nous reste à déterminer ce que g représente.  

 

2) Occupation des niveaux d’énergie  

On montre en physique statistique que g dépend de r et de q (donc de la courbe 

ËÌɯËÐÚ×ÌÙÚÐÖÕɯÚÜÙɯÓÈØÜÌÓÓÌɯÚÌɯÛÙÖÜÝÌɯÓÌɯÔÖËÌɯËÌɯÝÐÉÙÈÛÐÖÕɯÌÛɯËÜɯÝÌÊÛÌÜÙɯËɀÖÕËÌɯËÌɯ

celle-ci), et se met sous la forme suivante : 
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1e

1
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rq
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g suit la statistique dite de « Bose-Einstein ». 

+ɀõÕÌÙÎÐÌɯÔÖàÌÕÕÌɯÊÖÕÛÌÕÜÌɯËÈÕÚɯÓÌ cristal et due aux modes de vibrations de 

pulsation wrq sera donc : 

 

rqrqrq
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Ce sont les travaux de Igor Ievguenievitch Tamm (Prix Nobel de Physique 1958) qui 

ont ainsi fait È××ÈÙÈćÛÙÌɯÌÕɯƕƝƗƔɯÓɀÐËõÌɯËɀÜÕɯØÜÈÕÛÜÔɯËÌɯÝÐÉÙÈÛÐÖÕȮɯÊÈÙÈÊÛõÙÐÚõÌɯ

par ÓɀõÕÌÙÎÐÌɯɯᴐ  ÌÛɯÓɀÐÔ×ÜÓÚÐÖÕɯɯήᴆ. En 1932 Yakov Ilitch Frenkel propose, p ar 

analogie avec le « photon  », quantum de vibration électromagnétique, de baptiser 

« phonon » le quantum de vibration mécanique.  

 

Chaque point des courbes de dispersion )q(f=w  correspond à un phonon. 
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grq est le nombre de pseudo particules de vibration, de phonons, identiques. 

 

Puisque le phonon suit la statistique dite de Bose-$ÐÕÚÛÌÐÕȮɯÊɀÌÚÛɯÜÕɯboson. Cela 

signifie que le nombre de phonons dans le même état de vibration à un endroit 

ËÖÕÕõɯËÌɯÓɀÌÚ×ÈÊÌɯ×ÌÜÛɯ÷ÛÙÌɯÔÈÛÏõÔÈÛÐØÜÌÔÌÕÛɯÐÕÍÐÕÐȮɯÌÛɯãɯÛÌÔ×õÙÈÛÜÙÌɯT il est 

égal à grq(T), donné ci-dessus. 

 

IV. Exemple de propriété dont les «  phonons  » permettent de rendre compte  : la 

chaleur spécifique  

 

.Õɯ×ÌÜÛɯÈÚÚÐÔÐÓÌÙɯÓɀõÕÌÙÎÐÌɯËÌɯÝÐÉÙÈÛÐÖÕɯËɀÜÕɯÔÈÛõÙÐÈÜɯãɯÚÖÕɯõÕÌÙÎÐÌɯÐÕÛÌÙÕÌȭɯ.Õɯ

écrira donc : 
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or, 
T

U
Cv

µ

µ
=  

 

#ÈÕÚɯ ÓÌɯ ÔÖËöÓÌɯ ÚÐÔ×ÓÐÍÐõȮɯ ËÐÛɯ Ëɀ$ÐÕÚÛÌÐÕȮɯ ÊÏÈØÜÌɯ ÈÛÖÔÌɯ ËÈÕÚɯ ÜÕɯ ÊÙÐÚÛÈÓɯ ÌÚÛɯ

considéré comme un oscillateur indépendant de ses voisins. Ce modèle abusif 

revient dons à supprimer toute propagation des phonons, et puisque tous les 

oscillateurs sont ainsi renduÚɯÐËÌÕÛÐØÜÌÚȮɯÐÓɯÕɀàɯÈɯ×ÓÜÚɯØÜɀÜÕÌɯÚÌÜÓÌɯÝÈÓÌÜÙɯËÌɯÓÈɯ

pulsation  : w0 

"ÏÈØÜÌɯÈÛÖÔÌɯÝÐÉÙÌɯËÈÕÚɯÓÌÚɯƗɯËÐÙÌÊÛÐÖÕÚɯËÌɯÓɀÌÚ×ÈÊÌȮɯÐÓɯàɯÈɯËÖÕÊɯƗ-ɯÖÚÊÐÓÓÈÛÌÜÙÚɯ

ËÈÕÚɯÓÌɯÊÈÚɯËɀÜÕɯÊÙÐÚÛÈÓɯãɯ-ɯÈÛÖÔÌÚȭ 

Cette hypothèse donne les courbes de dispersion suivantes : 
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.ÕɯÙÌÔÈÙØÜÌɯØÜÌɯÊÌɯÔÖËöÓÌɯÕɀÌÚÛɯ×ÈÚɯÈÉÚÜÙËÌɯ×ÖÜÙɯÓÌÚɯÉÙÈÕÊÏÌÚɯÖ×ÛÐØÜÌÚɯËÌÚɯ

courbes de dispersion. 
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¶ à 3ɯǿǿɯ̶w/kB on a : 
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soit : Bv Nk3C =  

ÚÐɯÓÌɯÕÖÔÉÙÌɯËɀÈÛÖÔÌÚɯÊÖÕÊÌÙÕõÚɯÌÚÛɯÊÌÓÜÐɯËɀÜÕÌɯÔÖÓÌȮɯÈÓÖÙÚ : N = N

 ÕÖÔÉÙÌɯËɀ ÝÖÎÈËÙÖȮɯÌÛɯ 

 

Cv = 3 N  kB = 3R  constante des gaz parfaits 

 

.Õɯ ÙÌÛÙÖÜÝÌɯ ÓÌɯ ÙõÚÜÓÛÈÛɯ ËÌÚɯ ÎÈáɯ ×ÈÙÍÈÐÛÚȮɯ ÊÌɯ ØÜÐɯ ÕɀÌÚÛɯ ×ÈÚɯétonnant car 

ÓɀÏà×ÖÛÏöÚÌɯÍÈÐÛÌɯ×ÈÙɯÓÌɯÔÖËöÓÌɯËɀ$ÐÕÚÛÌÐÕɯÊÖÙÙÌÚ×ÖÕËɯÌßÈÊÛÌÔÌÕÛɯãɯÊÌɯÊÈÚȭ 
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¶ à 3ɯǾǾɯ̶w/kB  il vient  : 
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"ÌɯÙõÚÜÓÛÈÛɯÚɀõÊÈÙÛÌɯÕÖÛÖÐÙÌÔÌÕÛɯËÌɯÓÈɯÙõÈÓÐÛõȮɯÊÌɯØÜÐɯÕɀÌÚÛɯ×ÈÚɯõÛÖÕÕÈÕÛɯÊÈÙɯãɯ

basse température, ce sont les niveaux ËɀõÕÌÙÎÐÌɯÓÌÚɯ×ÓÜÚɯÉÈÚɯØÜÐɯÚÖÕÛɯÓÌÚɯ×ÓÜÚɯ

×ÌÜ×ÓõÚȮɯÊɀÌÚÛ-à-ËÐÙÌɯÊÌÜßɯËÌÚɯ×ÏÖÕÖÕÚɯÈÊÖÜÚÛÐØÜÌÚȮɯØÜÌɯÓÌɯÔÖËöÓÌɯËɀ$ÐÕÚÛÌÐÕɯ

ignore. 

 

(Óɯ ÌßÐÚÛÌɯ ËɀÈÜÛÙÌÚɯ ÔÖËöÓÌÚɯ ×ÌÙÔÌÛÛÈÕÛɯ ËÌɯ ÙÌÕËÙÌɯ ÊÖÔ×ÛÌɯ ËÌɯ ÓÈɯ ÊÏÈÓÌÜÙɯ

spécifique des corps, notamment celui de Debye, mais que nous ne 

développerons pas ici car ils sont hors sujet par rapport au programme de ce 

cours. 

 

"ÌɯØÜɀÐÓɯÍÈÜÛɯÙÌÛÌÕÐÙɯËÌɯÊÌÚɯËÌÙÕÐÌÙÚɯõÓõÔÌÕÛÚɯÌÚÛɯØÜÌɯÓɀÈ×ÛÐÛÜËÌɯËɀÜÕɯÔÈÛõÙÐÈÜɯ

à stocker de la chaleur provient des modes vibrations dont celui-ci peut être le 

siègeȭɯ"ɀÌÚÛɯɋ dans les phonons » que le matériau stocke la chaleur. 

 

Le modèle harmonique (ou « élastique ») de description des milieux denses, 

avec sa notion de phonon, ou plus généralement de modes de vibrations, 

×ÌÙÔÌÛɯËÌɯÙÌÕËÙÌɯÊÖÔ×ÛÌɯËɀÜÕɯÎÙÈÕËɯÕÖÔÉÙÌɯËɀÈutres propriétés physiques 

(diffusion atomique, conductivité thermique, conductivité électrique, 

supraconductivité, etc...). 
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