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«Letravail: E1T w@UPwl UOWUUUET xUPEOI weEzPOUUOEU
le champ du savQrEUw x UPRw Ez UOT w EI UUEDOIT wx1 B
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Ce cours est construit en trois parties. La premiere intitulée « VECTEURS ¢
TENSEURSPROBLEMES RELATIFS AUX CHANGEMENTS DE REPERES ¢
SYMETRIES», introduit la notion mathématique de tenseurs, qui permet de
représenter des grandeurs ou propriétés physiques, et de les relier entre elles.

On trouvera ensuite dans ce cours des éléments traditionnellement dits de
«meécanique milieux continus » (deuxiéme partie) ou le milieu, considéré comme
continu, se préte ainsi a un traitement mathématique simplifi€é, qui néglige en
particulier la discontinuité de la matiére due a sa structure & w Oz 6 &dmiqu2O |
Ainsi on peut utiliser des fonctions continues et dérivables pour décrire la matiére, et
assimiler les petits déplacements ou petites variations a des différentielles, dans la
plupart des cas. Cette deuxiéme partie, intitulée « PROPRIETESMECANIQUES DE
LA MATIERE - ELASTICITE STATIQUE - ELASTICITE DYNAMIQUE », traite des
déformations élastiques statiques et dynamiques de la matiére considérée comme
milieu continu. Les vibrations de la matiére qui sont abordées sont celles qui
apparaissent en proximité du centre de la 1¢ zone de Brillouin.

Dans une troisieme partie, intitulée « VIBRATIONS ATOMIQUES,
PHONONS » Oz ExxUOET T wEI UwxT 680006 01 UWET wYPEUEUBDO
prenant en compte la discontinuité de la matiére qui apparait en prenant en compte
OzZEUx1I EUWEUOOP@UI dw" 1 OUI wdET 1T 001 wEl wEl UEUD X C
OEUI OUUWEEOUwWOZExxUOET 1 wEOOUDOUI 6

UwUOUEOwWPOwWUZET PUWEOOE wb E b unffiduxudensesp Ui O1 O
EEOQUwWUOwxUI OP1 UwUI OxUWEEOQOUWOZExxUORDPOEUDPOOWI
compte la structure atomique de la matiére, dans le cadre des approximations
adiabatique et harmonique, typiques de la physique des solides.
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VECTEURS — TENSEURS-
PROBLEMES RELATIFS AUX
CHANGEMENTS DE REPERES -
SYMETRIES

|. Loi de Curie ou : « Comment trouver un lien élémentaire entre cause et effet »

«Dans un processus physique la symétrie des effets est supérieue a la symétrie des
causes:onnex | UUwx EVUwx1T UEUI wEl wUaoOs6UUPI weUwWEOUUUWE

Exemples (développés en séance)

T 181 Ol RPOOWEZUOwWUE a 00w ®lddde@lrie tantseUguade) Ow 0D U
rayon réfléchi est dans le plan défini par le rayon incident et la normale au
miroir

T +zZEEUPOOwW EzUOwWET EOxw OET 06 UPZUI w UUUw UOw
électrique : la loi de Curie montre que le fil est soumis a une force qui se
trouve dans le plan perpendiculaire au champ magnétique

T +EwOOPWET w" UUDPI wOOOUIT wieepéutta@ar liel fue bansx Dd 4 O6
El UwODPOPI URWEOOUWOT wi UOUxT wEl wUadslubi wol

A partir de ce point | e probleme posé est celui de la taduction mathématique de la
relation entre causes et effets

Dans les milieux anisotropes une cause C appliquée suivant une direction donne
naissance a un effetE(C), en général non paralléle a la cause.

lllustration : dans un milieu non ordonné on a une relation scalaire entre champ
\>2 \

électrique appliqué et densité de courant induite : J =gE. Par contre dans les
) |\
milieux anisotropes | et E ne sont généralement pas paralléles.
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C %18 _C ?11 91> 9133 é‘;eElg
J zadzong:égu 92> gzsuﬂo’gzd
0

8% G Ol @39

La notion de «tenseur!» ExxEUECUWEOOEWES Uw w @ Uélatio®z OO w Y I
linéaires entre causesC et effets E dans les milieux anisotropes.

Si C et E sont des grandeurs vectorielles, en se limitant au domaine linéaire la
relation entre les composantes C. C> et Cs des causeset E1 E2 et Es des effets fait
intervenir 9c cef f I cAjent s

Ci ou Ej et Ajj sont de natures différentes:

physique, elles peuvent étre nulles ou non
1 Ai ces coefficients caractérisent unepropriété du matériau, ils ne peuvent pas
étre tous nuls.

Quelques exemples de tenseurs

1 tenseur de rang O (scalaire).
- densité, chaleur spécifique (propriétés)
- température i UEOE]T UUWEzZ B UEUWEUwWODODI UK
1 tenseur de rang 1 (vecteur):
- pyroélectricité (propriétés)
- ETEOxwd Ol EOUUDPQGUI Owi OUET wpl UEOGET UUUWEZ®
1 tenseur de rang 2: permittivité diélectrigue G e Q
1 tenseur de rang 3 : piézoélectricite’ O QY
1 tenseur de rang 4 : élasticité’Y o0 Y

'Onpourrase ®f ®rer ~ | 6excel | en Elecranagnéisme EomR2, CHam 81d Fey nman
Tenseurs
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Il. C oordonnées covariantes et contravariantes

Soient une espace vectoriel E et deux bases dans cet espac{qag >} et{le}i=1,2 3

e)=4de)=ale) B

I OwOOUE U b O Ganthgt®dsOries hdx € répétés >

o N les lignes

da; a; a0

1 1 1 & 2 2 29

le)ele)=(ellele))al o o
3 3 3

g%ﬂaz ds -

_ Indice de ligne
!

a
"~ Indice de colonne

Probleme de la transformation des vecteurs et de leurs coordonnées dans un
changement de repere :

soit V)i E |V)=alle) et [V)=be")
donc aj‘ej>:|V>=bi|3'>:ajaij|ql>

Remarque pour représenter les vecteurs on utilise ici la notation < ‘ . appelée « bra »

pour les vecteurs ligneset ‘ > appelée « ket » pour les vecteurs colonnegrovenant de

0 7 E Ok 1eEKBY usignifiant « crochets ».

Onadonc: b'=a'a deméme a’=b"b|

E z k=) b* donc alb) = df et || =[b]

http://www.cembhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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on pourra donc écrire :

%% & b, bgapg :
@2 6= @lz b,f anabz 5 Sommation sur les colonnes
30 3 3 30 30
0B b w0
'
) o))
V'
U’ b
S covariant .
e} =4a;lé) g ei’> = b,'j el‘>

contravariant

En physique dans 95%des cason travaille avec des reperes orthonormés. Dans ce cas

la matrice de changement de base est unitaire, et on a

soit: a' =b, Ez Ok

A -]

‘ej>:aij‘ql> &") = ‘e>
'=a. b b' =aa’

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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~ s oA N

devenant le premier des deux :

e)=a]e’) \q'>:aﬁ‘ej>

a.:aﬁbi bi:a,.jaj

N

Indice de ligne Indice de colonne

I1l. Notion de tenseur

N6 w3UEOUI OUOEUDOOWE]I UWEOOXxOUEOUI UwEz UO0uU

Soient deux repéres orthonormés munis des deux bases suivantesﬂq))etﬂq'))

Soient deux vecteurs et leurs coordonnées dans les deux repéeres

P (p)et(p) o) : (a)et(q’)

ces deux vecteurs représentent des grandeurs physiques reliées entre elles par une
propriété traduite par un tenseur J|| On peut écrire les relations suivantes:

= Jia  eteg g

Py é,Tll T, T 2y
P, )= grzl Ty Tosd s
Ps 8, T T

Soit :

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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P, é,Tlll T T'13\ d,
P, )= grl21 T Tpgds
Ps B T Tasblds

et:

Or wegg =|=§— =izﬁJll

de plus A e

T

|et g« TEEa

donc g Fgtu
soit : | J||§- ﬁ%ﬁJ

par ailleurs : g Tge et @ Futo

donc : I o P ﬁiﬂii;’:;‘ 0 I

"1 WOUPWEBOOOUUIT waUl wol UwE 60 x Grarsfartddnttomttie UO w01 C
un produit de 2 composantes de vecteur.

On admettra que cette propriété des tenseurs de rang 2 se généralise aux tenseurs de
rang nsoit:l es composantes d’ uwmre tlarsforsenucommegde r ang
produit de n composantes de vecteurs. Ainsi on écrira :

o g E ++ 4808 s

"1 EDPwxUOYDI OUWET wEI w @dizéiiedoonsidérd @dmhe ke froduitU E OT w
tensoriel de n tenseur de rang 1.

Il .2. Eléments de symétrie des cristaux et composantes indépendantes des
tenseurs (réduction des tenseurs)

Asprosont les composantes, dans un repéreOxixaxs Ez UOw U1 OUT UUWUUE
UOT wxUOxUPBUBWEOOOST wEz UOWETI UUEPOWEUDPUUEOG
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gZorosont les composantes de ce tenseur dans le méme repére et pounne
orientation nouvelle du cristal obtenue en appliquant une opération de symétrie S,
appartenant au groupe de symétrie ponctuelle du cristal.
( OQwUl YPI OUwWE U wb6+E0 wiEx Eos@hiaiaEamtdgfuistal dans
son orientation initiale.
[a] = matrice de changement de repére associée 81, on a:

Ay Feapdgde A

. par .

S étant une opération de la classe de symétries ponctuelles du cristal, la nouvelle
orientation est indiscernable de celle de départ donc:

A A L

POUPwWOzZDPOYEUDPEOETI WEI UwxUOxUDSG U e symétriasUD @ U1 U
impose des relations entre les termes des tenseurs, réduisant le nombre des termes
indépendants.

A T 8808 Ay

Les relations précédentes réduisent généralement & nombre des composantes
indépendantes des tenseurs.

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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PROPRIETES MECANIQUES DE
LA MATIERE
A. ELASTICITE STATIQUE 2

+7ZExxODPEEUDPOOwWEzI i Il OU0UwawUOwWUOOPET wxUOYOBU
déformations (variations de directions et de distances relatives entre les points). On
Ol wUzPOUBUI UUI wPhEPwW@UzZEURWET UOPBUI UB

F/s

écrouissaggk

rupture

éprouvette

Q¢

AN
N L

0,1— rupture
Fis R
© | ' Fis(MPa)
F/s contrainte exercéd- = force, 250 500
UwdwUl EODPOOWET
D’) 1F
2 Es
ZOnseréférea” | 6excel | ent c o u Electramagndisnme Aane 2, CHae &: BElastcié, ¢

Chap. 39 Milieux élastiques

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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Dans le domaine des petites déformations réversibles, la relation entre efforts et

EGI OUOEUDPOOUWI U0wODPOBEPUI OwEzIT U0wOIl wEOOEDOI u
Le milieu déformé est considéré commecontinu .

(@owlUUxU0U0UI wi UET Bé@amigueson ted veued éngénéra) wE T U

(b) et(c): minéraux, 08 UEUROwx OEUUPBUI UOWEODUOG

OA 0 wéa Odnktiaite géversible)
ABO wa OO0l WET wxOEUUPEDPUB wpExxEUDPUDPOOWEZzZd8UDUI OI
BC : zone de durcissement | | | |

CD : étirements locaux |[ = ]

D : rupture

#0601 OUOEUDOOwWx OEUUH Caurbe de traction schématigéez U €
EEOUODPODPUOWI & OOBOOEUDPUUE QurfleuEa¢sOD OD U O w
différents detraction

|. Déformations élastiques

I.1. Déformation unidimensionnelle

\ 3
L'allongement d'un fil soumis a une force F va permettre d'introduire
les grandeurs que I'on retrouvera dans un cas plus général.
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PQ =dr
P(x) P'(x+u(x)) P'Q =drz
Qlx+dx) O (x+dx+u(x+dx))

drz¢ dr caractérise la
déformation du segment PQ
ici drz- dr = u(x+dx)- u(x)

. u
, dr-dr =~ dx=du
X
Hu
R caractérise la déformation et est sans dimension. La position du point choisi

comme origine est sans importance.

|.2. Déformation tridimensionnelle

P (X1, X2,X3) Q(x1 +dxi, X2 +dx, X3 +dx3)
On exerce une contrainte sur le segment PQY P'Q'

ax, +u. (X, ,%X,%X )0
&1 1(123)0

P aX, +U,(X;,%;,X; )O
8%(3 U5 (X1, %5, % )¢

ax +dx, +uy (X, +dx, X, +dx,, X +dX3)o

Q 2, *+ 0, + U (%, + A %, + g, + 0 )
8%+dx3+u3(x1+dx1,x2+dx2,x3+dx3)2

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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_HY,

dx1+'uu1dx2+ ld>(30

Gelu,
e H X, M X, M X, o)
\dV)z\dr‘)-\dr)z%uz 'uzdx1+'u2dx2+’u2dx30
o HX UX, HXs
_ HUg HU; HU; 0
u, =—=dx, + dx, + dx, &
?3 U HX, o HXy 2
Soit :
ééful puy pu g
X, HX;  HX303dx, §
e 0
av) =|r) - [dr) = i U, e, &
aéJX HXy  HXs 50 6
0Zeix, 2
HU; U o&773"
"fi/x HXy  HXs 2D

soit : ‘dV> = [V]‘dr>
[V] est appelétenseur des variations, il traduit non seulement les déformations, mais
aussi, les éventuelles rotations et translations d'ensemble (qui ne sont pas des

déformations puisqu'elles conservent les longueurs).

Le tenseur [V] traduit aussi une modification des distances entre points. Vérifions -le

en calculantdr'2¢dr? :

dr'z¢ dr 2= (dx + dw)? + (dx + dw)? + (dx + dws)? - (dxi? + dx? + dx?)
=2 (dx dui + dxe duz + dxsdus) + du? + dw? + du?

Or dans le domaine des déformations élastiques les déformations sont trés petites par
rapport aux dimensions des objets.

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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Donc dukdu <<dxi duj (généralement® 1 & 1 fois plus petit) et on peut écrire :

dr'2-drz #2 (dx. dur + dxe duz + dxsdus)

soit encore :
dr'z-drz=2 (dx du + dxe duz + dxdus)

ot dr?- dr® = 2(dr|dV)

dr®-dr? =2(dr\V|dr)

quadrique associée a [V]

Propriétés d'un tenseur : on peut I'écrire sous la forme de la somme d'un tenseur

symetrique et d'un ten seur antisymétrique. D'ou :

V]=[s]+[Al

| V Vio+Vo Vis+Vi ] | 0 Vi,-Voy  Vis =V ]
1 2 2 2 2
? 2 2 + 2 > TV 7T ¥V
[V]: l/./+V_ V., l/.3 l/_’_ + _l//_ l/_/ 0 V_J l/J_
2 . 2 2 2
Vi) +Vi; Vi +V5; V. _Vu—Vs/ _V:J*—VJ: 0
2 2 3 2 2

La quadrique associée a un tenseur antisymétrique étant nulle il reste :

dr?- dr® =2(dr|Sdr)

Donc ce qui caractérise les déformations est la partiesymétrique du tenseur des
variations.
On appelle [S] : tenseur des déformations

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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Q
= ! Q
SJ 28?1)(1' X gavec ,j=1,2,3

Remarque:

La partie antisymétrique du tenseur des variations correspond a une rotation du

systeme dont le tenseur est Y ‘O 0 ou "Oestla matrice identité.

En effet: uOl WwOEUUPEI WEI wUOUEUPOOWEEOUDOYiuE z BBiwu
P Yoo Yoo

guelconque prend la forme suivante Y ‘Yp C p 'Yq o- Ou il existe
Yoo Yoo P

bien entendu des relations entre les différentes valeurs deséléments’Y .

Rappel sur la rotation & 2 dimensions

Ainsi & deux dimensions nous allons montrer que OE WOEUUDPE] wEIl wUHUEUD O
EEOQUwWOl wUIl OUwWEPUI ECwUzB8EUDU
: wéi —i Q¢ —
Voo bei —
. Owl BRxUDOI Pead@E OB WD&@EwWU O Ugpabd@aidhz EOT O w
P Y P
Or si aP se décompose comme suit en fonction des vecteurs de la base orthonormée
pfp
WP |p ID

Son imagecPapar OE wU O U E U y@&anE z EOT Ol w
W@ | YDp YD
WP | pxlIpxe

R
Lo

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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SoitEz Ex Ud Uw@essus:bT UUIT wED

WP | OéEb— D —T I W —0OE&bp—
Soit : B B
P WE i —J Q¢ wE i —~| Q¢
[ Q¢ wéi - [ Q¢ we i —
#z2O0kwOz OOwYOPUwWI i 11 EUDPYI Ol OUw@UI
v wel‘—J,Qs—
I Qe we 1| —

Avec les notations qui nous intéressent ici nous écrirons donc:
N@ Y NO
Or :
NB N 0N
Donc :
NB o NO Lo o ONi
DansleEEUwWOKk wubOwdOz awEwWxEUWE®d | OUOEUDPOOGOWOEPUWUIT |

T T
T T
Donc:
@ 0
#27 QK
Y O o

[.3. Signification des termes du tenseur de déformations

a) Trace de[S]

La trace de[S] est égale a la dilatation relative

i=3
q:dz‘ _ s MY _Hy
I OwUUPOPUEOUWOEWOOUEUDOC
R I >l e

en effet:

df =zt = (dx+dw) (dxetdwe) (dxs+duws) - dxadxedxs

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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= dxwdxedus + dxdxsduz + dxedxeduz +
dxiduzdus + dxdusdu: + dxsdudus +dwdu=dus

#dxudxedus + dxedxzduz + dxsdxedus

avec t = dx dx2 dxzil vient immédiatement :

(tz8)/t = du/dxa + duz/dxz + dualdx s

Quod erat demonstranduin

b) Allongement relatif dans une direction donnée
+ZEOOGOT 1 O O0wUI OE () lesudydl & 1d gquadidueude 51 pous U D O O w

cette direction :

Z(w)=(nlsin)

en effet:

dr2¢ dr2=pEB @ A pEA) zuHEBREMEW 7
or:

dr(dr'- dr)=(drV|dr)

donc:

D? _(dr-dr) _(drjV|dr)

7 - drdn) (VD < () = (nfsin)

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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[.4. Exemples de variations
a) Cisaillement simple

€ ~
- o T Q
Tenseur des variations associé: W
T TT
b) Cisaillement pur
- L T Ge
Tenseur des variations associé ) -
e 11

[l. Contraintes

Soit un corps en équilibre statique. Il est soumis a des contraintes homogénes. La

force F ET PUUEOUWUUUWOI wYOOUOD! wi UUWOEWUOBOOI! WET UL

S. On peut écrire :

4

C C C
F=fdR=fIfs=0

«w N
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adF 0

Ona‘dF> O@IFZO et
R
adsg an g
e O_ e O
Ievecteursurface‘ds> 51 > %’%g-dsﬁlzg
¢d%+  ¢Ma=

soit : dR = Tiuds: + Tiedse + Tizdss

di =T deL+T dS'Z+‘|'ISOIS"’ =T,n +T,n,+T.Nn,

sit: gg 't ds 2 ds ds
dF
finalement : g - T n

T est un tenseur de rang 2, il est appelé&enseur des contraintes.

. OwoOOO0UUI wgUl wEzl U0 wTGWDUT OUI UUwUadsU0UDPBUI
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X3

Tij

PN

X1
direction direction de la
de la normale au
contrainte plan de coupe

T &
Finalement les contraintes seront représentées par untenseur dit « des contraintes »
@UIT wérgrdd O w

Y Y Y
oYYy
VIRV
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[1l. Relation entre contraintes et déformations

I1l.1. Constantes élastiques

#EOUwWOl WEEUWE]T wOEWEGST OUOE UDB OO0 wévadppemdéze | wE z UC
Taylor) :

14 W,
T; | 0)+ | PO | “mn
”(Sk) ( ) Sd8 Sk Z%Sdpsmn S =Smn=0 S<Sm '

Le comportement élasthue est décrit par le deuxieme terme de ce développement:
car Tij(0) =0

T; Q
onc ( S(l ) 8 S(
d S(I =5, =0

" z 1 Udlde ®&oke . On écrira :

O T O
T(S:)=C S en posant G a@sd

"5 =0

[Ciii ] : tenseur de rang 4, dit des« constantes élastiques » ou des rigidités élastiques

EEFJT 0] tenseurdesmodul es d'oél asticité
CH 'kl
kl~—

des compliances élastiques.

Loi de transformation : klmn =qa; ampan Cu pq

Cix se transforme comme un produit de 4 composantes.

Il possede 3 = 81 composantes.
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111.2. réduction du nombre des termes indépendants dans [Ci]

i) Influence de la symétriede Ti

Ceciestvrai" Y donc C|jk| :ij

ii) Influence de la symétrie de-||

Y 6 Y 0 6 7Y 8

“Y étant symétrique par nature, on ne peut mesurer que la somme
o 0 et non chacun de ces termes séparément, donc par convention on

pose|C ik =Ck

Finalement |G ;i =Ciig =G| Y [C”.k,] contient seulement 36 termes
indépendants.

iii) Contraction des indices de la notation de Voigt

on présentera les 36 termes indépendants deCik UOU U wi OUOT wEz UOwWUEE

et on réduira ses indices de la facon suivante:

oy

avec .

et

o Y o Y o Y cO Y cO Y cO Y
Y O8Y 6°Y 6°Y Y &Y b Y

Y Y Y Y Y Y
Y (¢Y Y (¢Y Y (¢Y
Y Y Y Y Y Y
Y Y Y Y Y Y
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/ OUUwWUI xUsUI OYI B wqz0 @ivE I5-CQ%| a b=1a6

La numérotation contractée se met en place de facon tout a fait arbitraire selon le
schéma cidessous:

Afin de clarifier les concepts nous désignerons sous le nom de «ableau des constantes

élastiques le tableau suivant :

€ Cp Gy Gy Gy Cpep
2(321 Cr, Gy G Cy Czsg
[Ca J _ 3(:31 Cy, Gy Cu Gy Cseg
éC41 C42 C43 C44 C45 C46 u
gcsl Cs, GCss GCop Cos Cseg
o1 Coo Cozs Cos Cos Cesl

Remarque importanteE OO x Ul wUl OUwWET wOz EUEPUUEDUI w@Ubw x
contracté(Ta) 146 (Sp)p1a6€t (Cap)a 126 UOOUWET UWUEEOI EURwWI OwbOOOw
donc aucune raison de suivre les regles de transformation des tenseurs.

+20 QUAFEQS(x OUUUEwWUZ 6 EUDUI
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el g é,Cn Co Ci Cu Cp ClG? éﬁ?
grzg gCZl Cro Gy Gy Cy Czeg Szﬂ
éT3L:‘: €C;, Gy Gy Cu Gy CueSu
21_43 éC41 Cio Cis G Cys C463'234H
e, H 2351 Cs, Cos Gy GCs Cseg gss H
8lell o1 Coo GCos GCou GCss Gl 850

111.3. Energie élastique

i) Equation générale deOz 8 UPOPEUI WEEOUWUOWET EOx WET wi (

_ Contraintes :
n T -
n.=Y, 1
— - 1i'% /
dF c -~
X3 dF = T,,.n/ =Y,
© (/S o -
Iyn, =Y,
X2
X1 |
0 Champ de force :
Xdr = pgdr| O X,dr
-1 Xdr=|X,dr
/\’de'

wOz 0 D8 wAmeresiforces est nulle donc:
v
dF NN
+
ﬁsulf IdS ds n Vﬁj[ﬁ 0

soit sur Oxi

o

~ C ~ o~ _
A f i.nd.s.‘+|"]vl;l]Xﬁtll‘—O
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En appliquant le théoréme de Green-Riemann on obtient :
~J ~S - b ~J ~J
r1¢PWKdI+anXﬁV=O

. \—
soit  dIVY, + X =0

T
UT11+UT12+|-1T13+X1:O M, +X,=0
X X X HX;
ot UT21+UT22+UT23+X2:0 : HT; +X,=0
X X, HXg HX;
M5, + HT, + 5, +X,=0 HT;; +X,=0
HXy HX, HX3 MX;
. _ KT, _ o
Soit encore : -E:~+Xi—0 avecil {1, 2, 3}
j

PPAWS$S RxUI UUPOOWET wOz6O01 UT DI ws OEVUUDPGUI

. OQwoll wUzPOUBUI UUT waUzawbdz60l UT Pl woe&EUWmPBUI wE
UWEOUUUwWEZzUOI wEds i OUOEtrpvaridss OEUUDPGUIT woOl WEDx O

[y

N

al
dr) - |dr) =|b) = dr=|al
al

w

(@]
O
c
—
W)

+ 7 WEE@UPUI wxEUwOz6ETI EOUPOOOOWE wO7 OEEE

E=f_f .%(r%.ds(r?) = [

dY=?variatonEz 8 01 UT Pl wxEUwUOPUB WETl wydoUuOlIl &

_ -2, dF dF, dr; §
CE - ﬁsulf-éﬁijl E + d.]z E + ng EgdS( r%

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills



http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills

o (C (7 c o c s
GE = §_f{Y, Vo, +Y, e, +Y, .Wal,).ds ()
L A5\ C
or F]SUledJl)-nds(n = |ﬁm )df (Green-Riemann)

EOOEwUUVw®a ERT w. R

E, =R J:EE#JJM) + “‘(dJlT12) + U(dJle)gj ¢
vlg 1 X, ;g

i

o~ euT,, | UTy, | Mg ~ £ pdl, pa, pau, 2
aEl—nndrEKl Lo cﬂ”nvgff T =+, cplf

X, KX e Xy sz
g J
'
0)

M est une différentielle statique. Ces deux entités étant de nature différente elles
HXy

peuvent commuter, donc :

oE, ﬁsuﬁYdj )js( r% neTﬁda%EﬁT 2a'a%8+T ya%&dt

adR = Tlla’a%1 §+ Tzzd%jx—uz §+ Tgsa’a Y §+

leda - _8+T13d% %8"'1_23% uu3§
CHF™2 MX; + -

1
soit : R=T,d5, =C, 5,5, |et =§Ca S,

finalement :

lwUl xUBUI OUI wOEwW@UEOUDU 6 parbupite @d volunl dans @E U U D @ U
matériau, lorsque celui-ci est soumis au champ de contraintes défini par le tenseur T.
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iii) Symetrie de F, ,

Soit 007801 Ul Pl w OPEUIl w xEUw UOPUB W ET w YHE&U DT w EL
température et s son entropie. On a alors:

Q0 QY g sy
d dY ¢ sy
et, pour une transformation réversible (ce qui est le cas pour les déformations
élastiques) on a:

a0 gQs
Donc :
Q0 dY sQg
soit : dF =T,dS, - sdg
Ez Ok w Ta=%£§ =C. 5>
c Sa =
g=conste
AuT.. 6
ijkl %S( 0
oL
o T 6
soit Ca s aq_lsa 8
Q b +Sb:O
2 2
donc : C,,= Wk __WF =C, (Cauchy)
“Sbusa uSaqu

finalement le tableau 6x6 desC,; est réduit de 36 a 21 composantes indépendantes.

La prise en compte des symétries cristallines abaissera encore le nombre de ces
EOOx OUEOUI UwbOE®x1 OEEOUTI UwpNUUGUzZ 8 wt weEOU WOI
cas des milieux isotropes). . OwUUDPOPUI UEWOEwWOdUT OET wEzDOUXI E
réduction(Fumi 1952)
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$OwxUl OEOUwWI OWEOOxUI woOl UwEPI T 88Ul OUUwUaxIl UwE
nature, le tableau des constantes élastiques se rédit de la fagon représentée dans le
tableau ci-dessous.

TRICLINIQUE MONOCLINKUE ORTHORHOMBIQUE
O R O OO
o0 e 0 00 s s 0 @ ¢ o0
e e 0 0 0o e e e - - @ o 00 .
e o 00 00 ST I I  « 2 i®
e 0 8 0 0% e e @ e . “« s v s @
oo o o s o2 oo o - - o3 R A | |
Oyl Agous LM ¥
Oxy,Oxg, Oy I
Ao e es O st 1,00, 0 WA, 2,45
TRIGONAL TETRAGONAL i2m

32-3m-3m 4-4_4/m 422, 4mm ,4/mmm

el o el N < S .

-—e 0 - . .

N Ilﬁkl

"0 + -+ « 8 7 - . - . '@ 6
Oy Ay OnyliA, Oxy 1A, Oxgy 1A,
Oxy quelcongue Oxy 1Az oulM Ox, quelcongue Ox Ay oulM
HEXAGONAL CuBlQUE ISOTROPE

XU || N
NGB | B

Oyl Ag, Oy queiconque Ox, I Ay Axes quelconques

F1G. 4. 6. — Tableau des matrices des rigidités c,,.
e o composante non nulle composante nulle
e—e composantes ¢gales e—0 composantes opposées
x composante égale & (cy, — ¢;3)/2
La symétric par rapport 4 la diagonale principale n'est pas mentionnée. Le nombre de
constantes indépendantes cst indiqué en bas & droite de chaque matrice.

Mécanique des milieux continus et denses - Elasticité, ondes élastiques

Licence de Physique 3¢m année UE SLA3OMMD
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V. PROPRIETES DES MILIEUX ANISOTROPES : LE CAS DE LA SYMETRIE
CUBIQUE

IV.1. Réduction du nombre d'éléments indépendants du tableau des
constantes élastiques(voir travaux dirigés)

La symétrie cubique est caractérisée par I'existence d'un axe d'ordre 4 et d'un
ERBI wEz OUEUT wt wE a E &8 délindparl | aw ArtcBsyBBO Ghkissodsi
d'exprimer le tableau des C,, dans Oxixz2xs, Ox1 // [100].

i) effet d'un unique axe A4// Oxs:

€y, C, C3 0 0 Cuo
g-12 C:11 C13 0 0 - Cl63
[C J:2C:13 Cs G O 0 0 3
g0 0 0 C, O 0§
€0 0 0 0 Cc, O0U
e u
6 ~Cp O 0 0 G
ii) effet d'un axe supplémentaire A s// [111] :
é,Cn Co Cp O 0 0 9
u
é-12 Ch C, O 0 0 U
[C b]: é(:lz C. Gy O 0 0 3
40 0 0 C, 0 0
€0 0 0 0 C, oOdu
e u
a0 0 0 0 0 Cuj
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IV.2. Tenseurs des contraintes et des déformations

401 WEl Uwi EAOOUWET wed U1l UODPOT UwOl UwxUOxUDPBUBUuW

N>EOO0O08T wl UODWEAT T I TEOUIl UwUOwWwUI UOwWET wUUEEUBO
paralléle a |n>.

F . ! . -
iEW L'allongement relatif 5 est mesuré dans l'expérience

) ci-contre.
La traduction analytique d'une telle expérienc e

? OGEI UUDPUI woOz I R x UjSiHestiéd@dmatohsy w Ul OU
et [T/ des contraintes, correspondants, dans le repere
Oxix2xs ou le tableau des constantes élastiques/C.s/
Tan) prend sa forme la plus simple. On relie allongement

F

relatif 7 et contrainte ; par la relation (loi de Hooke)

F

o _ 1
2 Es (1)

OUETI U0 wOI wOOEUOI wEz8OUOT WEEUEEUBUDUEOUWOT wuod

a) Expression du tenseur des contraintes

hd

fox L o F_F
De facon générale, on écrit que la force par unité de surface— =— h> a pour
s s

coordonnées :

dk
il )

on pourra donc représenter la contrainte par :

§\n> =[t]n) (3)

en multipliant & droite par (n|n)=

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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[T1r) = Z[ni{n|n)

on fait apparaitre le produit tensoriel h> <r/qui est un tenseur de rang 2, et on voit

que le tenseur des contraintes peut s'écrire :

[T1= Inj(n @)

g‘lg nl nln2 nlnS

avec: h><n/ =0, &€ e R nn, n: n,n,
0 2

8%3& n;n, ngn, n;

nf n1n2 nln3
[T]= Flon, n2 nn
S 2'1 2 2°73 (5)

2
n3n1 n3n2 n3

on adonc:

b) Expression du tenseur des déformations dans le repére des axes cristallographiques

En appliquant a la symétrie cubique I'équation :

Ta = Ca 1§b| (6)

on obtient ;

Ti=CuSi+CeS+ G Ss
=C1 S+ CASt+S) = (C1-Ci2)S1 + g Caz = %nf

Ou g est la dilatation relative égale a la trace du tenseur des déformations
De méme nous avons:

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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T2= (C1-Ci)S + G2 g= Eng
Ts= (C1-Ci)S + G2 g = Eng

C44 S C44
Ts=CuS ¥ Ss=Tls=FMMh_5g
C44 S C44
Te=CuS Y So=to=FMh_og
C44 S C44

il vient alors :
Ti+T4+Tz= (C11+2C12)q: E Y qg= 1 E
S C.,+t2C, s
et 51 = (C11+2C12)nl2 B C12 E
(Cll + 2C12)(C11 - Clz) S
finalement :
2 -
(G ? 200 - Cup nn,/2C,, nn,/2C,,
(Cll+2012)(c;|_1' ClZ) ,
[S] = E nn, / 2C44 (Cll i 2C12 )n2 - Clz n,n, / 2C44
S (C11+2C12)(C11_ ClZ) ,
nn,/2C,, n,n, / 2C,, (C,,+2C,)n; - Cy,
(Cll + 2C12)( C11 - Clz)

(58t 6w, OEUOI wEz8OUR WEEOUWOEWEDUI EUDPOOW

on a par définition :

E:E g
S ?

n) (7)

avec

= <nsh>

= Sllnl2 + SZZ”; + S&Sng + 2( SZSnZnS + SlSnlnS + SlannZ )

D
2

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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_ F(‘? C11+2C12

S g( C11 + 2C12 )( C11 - Clz)

(R4 4 4
\n1 +n2 +n3)'

C 1 7]
12 (nZ+n2+n?) +——(n{n; +n{nJ +nZnd)y
(C11+ 2C12)(C11' Clz) 44 u
Or
(NP+n2+n2)>=1=n'+n; +n] +2(n°nZ +n’n’ +n’n?)
1 2 3 1 2 3 1" 2 1"73 32
_ e + a 0
donc : 2 = Ee Cu* Gy, HnZn; +nZn +n’n; )%1 Sz g
? s é(C11+2012)(C11' Ci2) Cas Ci-Cxy
R R o1
e + a
B, =6 ¢ (nindenint+nin)zl- 2 g | (8)
é(C11+2C12)(C11' C12) G4 Cp,- C12—1[]
1 . . . D?  F
E serareprésenté par la quadrique <nSh>= — & pres.
. : S
X 0%
2
X1
X1
C,-C Cc,-C
Cas > 11 > 12 Cus < 21 . 12

Sur cette figure sont représentées les rosettes de déformation du matériau dans les

C;1-C Cq1-
deux casCyy > 2112 et Cyy < HTClZ

, ; ) - 1
Sur cette figure on a représenté les variations deE dans le plan Oxixz

Le cercle en pointillés sur la figure a pour rayon R tel que :

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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R= C11+C12
(Cll + 2C12 )( C11 - Clz)

Isot ropie : d'apres l'expression (8) on voit que E est« isotrope » si et seulement si :

C,-C
C,u = 112 12

9)

Cette derniére relation est appelée «relation de Cauchy. Dans les milieux isotropes il

n'y a donc plus que deux constantes élastiques indépendantes Pour caractériser les
xUOxUPBUBUwWG OEUUDPZUI UwE z U O w Q&ddristariek Blsudd®® U wE T OF
(C11, Cag) 0u (E, sp) ou (/, m. Le coefficient de Poissa sp sera défini plus loin. Il existe

bien sdr des relations entre ces coefficients. Par exemple pour un matériau
isotrope O1 WOOEUOI mEBziBOXYOD QU wi Owi OOEUPOOuCEEUWE OOL

Cu2:

1 — C11+C12
E (C11+2C12)(C11' C12)

On définit alors les coefficients deLamé | et mpar

m= Cu
/ =Ce

Y Cii=2m+/

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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V. PROPRIETES DES MILIEUX ISOTROPES

Ce sont les gaz, les liquides, solides amorphes, poly cristallins. Le tableau des

constantes élastiques s'exprime de la fagcon suivante:

Dans ce cas I'équation(6) devient :
Ti=(/+2MS + / (S+S) =/ g+ 2mS
To= (/+2MS + / (S+S) =/ g+ 2mS
Ts=(/+2MS1 +/ (S+S) =/ g+ 2mSs
Ta=mS
Ts=mS

Te=mSs

cC,C,C, O 0 0

C, Cy Cy 0 0 | 2
C, C, C, O 0 0

0 0 O 011-2(:12 0 0 |=
0 0 0 Cll' C12 0

0 0 0 0 0 C11'2C12

OOO\\§

oo o ~3F —

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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a), OEUOI wHEpgaBeXethfldans la direction [0,0,1])

00 O %:[1,0,0]
[T]=jo o 0 q(3,+2n):% %:[0,1,0]
00 — a, =[00]]
e -/ 2
Con(3l +2m) 0 0 u
e u
[s]=Fe¢ -/ N
sé 2n§3/ +2m) y
0 /+m U
8 3l +2m
? %% s nf3/ +2m)
= _ M3/ +2m)
d'ol 4+ m (11)

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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b) Coefficient de Poisson : Sp

Il caractérise les déformations dans une direction perpendiculaire a celle

A s oA~ AN N

EZExxOPEEUPOOWE]l wOEWEOOUUEDOUI &

& o
1(F/s)n) e -.d_ <a|9a,>_ <alda >
% "D <al¥Ya>  <alYa>
?
? L)X]_
O
ToF/s)im
s =1
P 2Aml) (12)
¢) Module de cisaillement
T
G:_4:C44:/’n. (13)
N
d) Compressibilité
1e 1 edVo
c=- @il @ ey =L
Véwa Vedpg  dp

Ou g est la dilatation relative.
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Soit une compression hydrostatique : 'Y Y Y Qret"Y

-dP 0 O
[T]l={ 0 -dP ©
O 0 -d

Qn /g ¢miY
Qn /g MY
aQn /g Y

d'ols : oQn o ¢mgq

3 NJ
c=——
et 3/ +2

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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PROPRIETES MECANIQUES DE LA
MATIERE
B. ELASTICITE DYNAMIQUE

(OQwl RBDUUI wUOI wi UEOGET wYEUDPB UG WwEZ OOET Uwd OEUUD

(Rayleigh, Bleustein-GulayevOw + EOEQw + OYI Ow 20001 Ol a AQuw x EUw

typesEz OOET Uwi OOEEOI OUEOI UwUIl wxUOxET T EOUWEEOU W
- Les ondes longitudinales , ou ondes de compression : le déplacement des
particules est parallele & la direction de propagation, de sorte que le volume
OEEUXx3 wuxEUwWUOWOOOEUI wWEOOOS WEZEUOOI UwYEUDI
- Les ondes transversales, ou ondes de cisaillement : le déplacement des

Qu

particules est perpendiculaire a la direction de propagation, de sorte que le
YOOUO!I WOEEUx3 WwxEUWUOWOOOE Uds.wiEOOOB WEZEUOODIT U

On supposera ici que les ondes se propagent dans un milieuillimité , anisotrope
(cristallin), mais homogene.

A Bl C
b Polarisation Al Polarisation
—,.. |l 1Ll clal
Propagation Y B~ i Propagation
I | a B A by b

- Lo — -

FiG 5. 1. — Ondes élastiques dans un milieu isotrope illimité.

a) Onde longitudinale : polarisation et vecteur d’onde sont paralléles. Les particules A, B, C
oscillent suivant une méme droite. L'onde apparait, & un instant donné, comme une
succession de compressions et de dilatations.

b) Onde transversale : polarisation et vecteur d’onde sont perpendiculaires. Les particules A, B, C
oscillent de part et d’autre de la droite sur laquelle elles sont situées en I'absence d’onde.
Les plans perpendiculaires au vecteur d’onde glissent les uns par rapport aux autres en
conservant leurs distances.

Mécanique des milieux continus et denses - Elasticité, ondes élastiques

Licence de Physique 3¢m année UE SLA3OMMD

Yann VAILLS -date de derniére mise a jour : 06/09/2019
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Ondes acoustiques longitudinales (a) et transversale (b). Les grandes

i O6ETT UwbOEPOUI OUWOEWEDPUI EUBOOWET wxUOx
petites celles des déplacements de la matiére (représentés pour une

seule des deux polarisations transverses)

|. PRELIMINAIRE MATHEMATIQUE : résolution du probléeme aux valeurs
propres et aux vecteurs propres

On pourra télécharger un cours de matheOEUDPZUI w UUUw ET w UURNT Uw aw Oz
http://www.cemhti.cnrs -orleans.fr/people/textes/vipvtp.pdf

On pourra aussi suivre le cours de mathématique en ligne donné par Jacques VO U wa wOz EEUI U
suivante :

http://www.canal -u.tv/video/les amphis_de france 5/determinants diagonalisation des matrices.3046

Ce qui suit concerne les propriétés physiques qui sont représentées par un
tenseur de rang 2 dans un espace a 3 dimensions, mais est tout aussi valable pour un
espace & dimensions.

Considérons une propriété physique A représentable dans un espace a wis

dimensions par un tenseur de rang 2 noté A= [Aj] (i etj=1,2,3) dans un repére

quelcongue {[q)} i=1,2,3

_ eA; A, Ao
A=[al=SA, A, Al
6A3>1 %2 %39{@}
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2PDwol w0l OUI UUwl U0wUaosl0up@Ul wEOOUUWOOWOOOUUI
uniqueﬂq')} 'Q  phcho dans lequel la propriété A est représentée par un tenseur
K = [Aij] diagonal, et que les éléments du tenseur ®nt des nombres réels.
Ay 0 Ow
=[#,]=0 A, o
g0 0 Aggq e}

||

Les vecteurs {[q)} sont appelés vecteurs propres du tenseur et sont orthogonaux

entre eux.
Les éléments diagonaux du tenseurs sont appelésvaleurs propres du tenseur

A — A~ s N s

|l apparait clairement de ce qui précéde que les valeurs propres/i Ez UOwUT GetU1 UU w
leurs vecteurs propres associés|Y;), UEUBPUI OO0 wOz 6 @U EdumienGuxU U DY E O

valeurs propres et aux vecteurs propres:
TIY,)=11]Y})

1) Recherchedes val eurs propres d’un tenseur

(OWOUI I POWEZGEUDUT waUl wol UwYEOT UOUwx UOx Ul Gul
Tly)=1y)

el T, Tis@

= _ _ 6 u
T - [le] - grlz T22 TZSL‘J
éT13 T23 T33E{q>}

Avec

Il vient alors :

TIY)-1|y)=[T-/1]|¥)=0

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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el 0 Og
Ou I_:g) 1 03 représente le tenseur unité (ou identité )
@ 0 1

"1 00Ul wegUEUDPOOwWUz 6 EUDUwWI RxOPEDUI Ol OU
Y /o Yo Yo @
Yo Y /o Yo Tt

Yo Yo Y /o Tt

Ce systéme de 3 équations a 3 inconnues, les coordonnéesw foo o de ‘Y> , est dit
I OO00T 601 Owl DwOzEWET wUOOUUPOOwWwUl wUPwWUOOWES UI

T11' / T12 T13
D=| T, T,,-1 T,, |=0
T13 T23 T33' /

Autrement dit :
Y /Y Y [ Y Y'Y 'Y |/ Y 'Y
Y 'Y 'Y Y /7Y Tt

Cette équation du 3*me degré en/ a3 solutions, qui sont les 3 valeurs propres deT

2) Recherchedes vecteurs propres d’un tenseur

+1 Uw YIEUI UUUw xUOxUI Uw Uz OGEUDPI 601 60w
T‘Y> =/ ‘ Y> pour chaque valeur de /O w E&dirdJI®) systéme de 3

equations ci-dessus pour chacune des valeurs/1, /2 et /s de / déterminées
dwOz 6-UeBsxd. WE D
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Le tenseur | étant ici exprimé dans le repére de coordonnéesﬂq)}, on
UUOUYI UEwOzI RxUI UUDPOOWEI UWwEOOUEOOOGG T Uw
dans ce repere de coordonnées. Le vecteur associé a la valeur propréi sera

donc solution de:

3) Quelques propriétés des solutions du probléme aux valeurs et aux

valeurs

Les quelques propriétés cidessous seront trés utile pour contrler la justesse des
solution s trouvées.

\ J—

i) siV est vecteur propre de la matrice T avec la valeur propre /, alors
A\

il en est de méme pour tout vecteur aV , aveca réel quelconque.

i) Les vecteurs propres associés a des valeurs propres différentes sont
perpendiculaires entre eux.

“ - —

EEs - 1 T -7 by ~
i) Si V et V' sont vecteurs propres de T associés a la méme valeur propre/,
\ \

. . - Ve - 1 =7 by
alors toute combinaison linéaire de V et V' est vecteur propre associee a la
méme valeur propre.

Démonstration :

=<

—
ona: TV=/VeTV=/V
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— o o j o jy (2
Onaalors: T (aV + bV ) =TaV +TbV'

soit: T(@V+bV)=/aV+/bV =/ (aV +bV')

A\
Donc (aV + bV') est bien valeur propre de T | et ceci est vrai guel que soit

aetbréels (ou complexe).

1. EQUATION DE PROPAGATION

-OU0UwUUxxOUIl UOOUwWOEDPOUI OEOUOWEOOUUEDPUI O 60w
milieu est traversé par un €branlement, qui le met localement en mouvement. Le
déplacement 6 de chaque point, qui ne dépendait que des coordonnées initiales w,

dépend maintenant également du temps : 0 6 wh

+726 GUEUDOOwW i OOEEOI OUEOI WEI wOEWEAOEOPGUI wi O
particulier en négligeant la pesanteur), compte tenu du fait que la densité de force

par unité de volume est f = T Uz6EUDU

HX;
” - _’ Or
Tij = Cijkl S loi de Hooke
_ UU|
Avec §, == ona:
| 2(; | kag

Tij :}Cijkl Bl + lCukI L
27 X

la sommation sur les indices muetsketl x 1 UOI UwEz 8 EUDUI

pu pu
CI Kkl —x CI ik —

X
0z @BUEUDPOOWE] YPI OODWEOOE
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Wu _ . Pu
fF— = Cijkl ——

Mt X X

Ce systeme de trois équations(i a 3 valeurs possibles: 1, 2 et 3) différentielles du
Ul EOOEWOUEUI wi 606 UEOPUT wawlUUOPUWEDOI OUPOOU W
El wuxUOXxET EUPOOwWS UEEORT WEEOU WOl WwEEUWEZUOwWI OUD

ou c est la compressibilité du milieu.

Par analogie avec la solution générale de cette derniére équationdont la solution
Uzd6EUDU

u=F&%- 58 avec V2 -1
c V= r

(@

Ou V est la vitesse de propagation des ondes. Ndus cherchons une solution sous la
i GUOI WEZUOI woOHBET wxOEOBI wxUOT Ul UUDWheuwm)i wx Uosx
x] Uxi OEPEUOEDUI O OWWGE sk @EOBnd gOEHPADwW. OwE w

XL a4 n &
uI:OUIF%-—8:°u|F§- —L8E 7 Ok
(; V - g V =
2 2
u u n "
P-2|:0ui|:.. ot KU, _ouI jsz
Mt X X
i OwuUi xOUUEOOWETI U001 wUOOUUDPOOWEEOUwWOZz8 GUEUDPOOW
n.n
r oui =Ciy \lek ou|
20 _ ~ 0
soit : rv°-u =Gy

avec G 0 ¢£¢
éguation de Christoffel

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills



http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills

"1 O0l wo gUEUDPOOwWUZz6EUPUWI BxODPEDUI O OU

_ c ?C'il G, GLBg goulg goul‘g
~ ov_€ Ugq Co - 2Co
G u_éGz1 Gzz st‘ﬂé uzu—rV éuzl]

On reconnait ici que la résolution de cette équation est la résolution du probléeme aux

valeurs propres et aux vecteurs propres.

G=[G]estUOWUT OUI UUWET wUEST wl wi Owdz6QUEUDOOWET
propagation des ondes de déformation dans le milieu considéré, a pour vecteurs

. . Oa A Oa Oa Oa
propres les vecteurs polarisations des ondes "U, =\ U,, " U,, " Uy ) et pour valeurs

propres le carré des vitesses de propagation correspondantes multipliées par la
masse volumique du milieu :

ag:r aV2

Dans un espace a 3 dimensionsEOOO]I wEz 1 U0wOl wEEUWEEI®BUwWOI w
tenseur G a 3 vecteurs propres et 3 valeus propres. Nous les repérons ici en leur

affectant un exposant a en haut a gauche. Cet exposant est un numéro arbitraire
Ez OUEUI OWEOOEOUwWxEUwWI BT Ox Ol wETl whhwa wt &

Ainsi les vitesses et les polarisations des ondes qui se propagent suivant une
direction 1 dans un milieu caractérisé par les rigidités élastiques 6 Uz OEUDI OOi O
en cherchant les valeurs et vecteurspropres du tenseur dont les éléments sont les
G 0O €¢ .1ly aen général, pour une direction donnée, trois vitesses de
xUOXxET EUPOOwW@aUPwUOOUwWOl UWwUEEBOI UwET wOz 8 QUEUD

G- rv:d|=0
| |

ol d estle symbole de Kronecker d psiQ a;d=0si"Q).
A chaque vitesse correspond un vecteur propre définiksdirection du déplacement de
OEwWOEUPOUI wpOEwWx OOEUDUEUDOOWET wOz OOEIT K6

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills



http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills

+1 Uwd 06 01 OUUWET wOE wOE UUbDdmmekndiqué dabsBetdhl@adui 1 OwU z
ci-dessous, en fonction des constantes élastiques et des coordonnées du vecteur
unitaire I caractérisant la direction et le sens de déplacement des ondes élastiques

Remarque : il peut arriver que la recherche des valeurs propres de la matrice G

x EUUTl wxEUWOEwWUB UOOU Uer@eyié. Funeltéle égdambb gpeUtEBeO w E U w
compliquée a résoudre. On simplifie cette résolution en soumettant la matrice a des
modifications telles que celles décrites cidessous.

Techniques de simplification du calcul d'un déterminant

Le calcul du déterminant'ehe matrice carrée de dimension n nécessite le calcul
d'autant de produits que de permutations a n éléments-e‘egie n! produits a
effectuer, soit 2 pour une matrice de dimension 2, 6 pour une matrice de
dimension 3 et 24 pour une matrice de dimengiobe plus, il s'agit de trouver

la signature de chacune des permutations. Le développement suivant une ligne ou
une colonne permet d'organiser plus clairement les calculs mais ne diminue en
rien le nombre de produits a effectuer.

On remarque cependamue la présence d'un zéro dans une dessadsda
matrice permet de faire disparaitre 1}l calculs. L'idée est donc de trouver des
techniques remplacant le calcul du déterminant d'une matrice par celui d'une
matrice contenant de nombreux zéros, diterivad trous On dispose pour cela
d'un certain nombre de propriétés opératoires et de quelques techniques

Propriétés opératoires élémentaires

Le déterminant est une formelinéaire alternée de vecteurs colonnes ou de
vecteurdignes. Cette propriété a les conséquences suivantes

1 sion permute deux lignes ou deux colonnes, le déterminant change de signe
si deux lignes ou deux colonnes sont identiques, le déterminant est nul

T si on multiplie tous les termes d'une méme ligned'une méme colonne par
un réel k, le déterminant est multiplié par k

T on peut ajouter a une colonne (ou une ligne) un multiple d'une autre colonne
(ou d'une autre ligne) sans changer la valeur du déterminant
f en conséquence, si une ligne ou une caast nulle, le déterminant est nul.

Enfin le déterminant se comporte bien avec le produit des matrices

1 det (A x B)=det(A).det(B).
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la définition du tenseur [G] ' G 0 ¢ & se développe comme suit par exemple
U0UwOz &0:6 O O0w
G o0 ¢¢&¢ O ¢¢&¢ O €& 0 €& 06 &£¢&¢ 0 ¢t¢
0O €¢&¢ 0 €& 0 ¢€¢
Soit en notation contractée:

G 0¢&¢&¢ 06 ¢&EE&E O0€&EE O €& O0¢&& O0¢€& 0O &€

Et finalement :
G O ¢ 0 ¢ 0 ¢ O ¢ ¢ cO € ¢ O € ¢

et représente de facon trés astucieuse par le produitciE 1| UUOUUwEz UOWUEEOI EU
E 7 U O w x-kttdlifa® composantes:

(Gl [G]

éGi? GQ1? eC; G Css 2C 2C;5 2C;¢ g ? n12 2
ngﬂ 26223 gcsa C, Gy 2C,, 2C,6 2C5 3 gnzz 3
eGa L:l 1 é@sg _ éCs5 Cis Gy 2C,, 2C;, 2C,5 @ﬂ é n32 g
2643 2@33 éC56 Co Gy CptCyy CytCs Cpet C463 2”2”33
2@3 gciaﬂ gcls Cie Cis CytCps Cipt+Cy Cpyt Cseg gnln:gg
8G0u é8G.0 & Cx Cis CuxtCp Cu+tCys Cp+Con gn,Q

Le tableau 6x6 ctdessus donne les valeurs de/” en fonction des constantes
élastiques 0 en notation contractée et des coordonnées&é du vecteur

ii=L

|4
Nous baptiserons du nom de «tableau de Christoffel le tableau ci-dessus
utilisé et dont nous rappelons ici le contenu :

ou Y estle vecteur d'onde.
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é,C11 Cos  Cos 2Cs, 2C;s 2C,; 9
&-66 C. Cuy 2C,, 2C,5 2C; 3
gcss Cus Cas 2C;, 2C;s 2C;s 3
Css Con Cgy CputCyy Cyq+Cyy Cps+Cyg,
2(:15 Cis Cos CytCys CpatCys Cppt Cseg
e Cps Cus CustCye Cp+Css Cpp+ Gy

II'l. PROPRIETES DES ONDES ELASTIQUES PLANES

Le tenseur G est symétrique :

G 0 ¢€¢ 0 € ¢& pourdes raisons thermodynamiques

0 € ¢ enraison de la symétrie des tenseurs’Y et"Y
G

Les valeurs propres du tenseur G sont donc réelles, et ses vecteurs propres
orthogonaux entre eux.

De plus les valeurs propres g=rV 2 sont positives donc dans le cas général il existe 3
ondes planes se propageant dans une méme direction avec des vitesses différentes
et des polarisations orthogonales entre elles.

Le vecteur déplacement de la matiére UepOE wx OOEUDPUEUD OO wéhs e Oz OOE |
cas le plusgénéral, colinéaire ni perpendiculaire a la direction de propagation 1.

+7 OOET WEOOUWOEwWx OOE UD U K esbdidqiasti dngiddinale> @U U wx U OE
« pseudo longitudinale), les autres sont dites «guasi transversales (ou «pseudo
transversales»). Ces derniéres progressent habituellement toujours plus lentement

U1 w O guas) Brgiudinalé w" T wOz 1l U0w@Ul wUUBDYEOQOUwE]! UWED
particuliéres que les ondes sont purement longitudinales ou transversales.
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—

U, . onde quasi transversale

U; - onde quasi
longitudinale

U; . onde quasi transversale

IV.EXEMPLES DE PROPAGATION

Déterminons les caractéristiques (vitesses et polarisations) des ondes élastiques qui
se propagent dans la direction n'(0,0, 1), paralléle a0 .
Il faut en premier lieu exprimer le tenseur G

Par définition on a :
G o ¢ 0 ¢ o0 ¢ 0 0 £ &

pour une propagation selon le vecteur & ¢ 13 13 p, le tenseur G
Uz EUPUEWEOOE

€Css  Cys Cssg

[G](o,o,1>:gC45 Caa C34H
6335 C34 C33l\3
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1D2UxxOUOOUw@Ul woOl woOPOPI UWEEOUwWOI Ul QwUIT wx U
binaire (type A2) selon G0 PEz 1 U0 w Ol WEEUWEZ U0 Dedbcd® Bak Bnu OO O OF

consultant le tableau ci-dessous, on voit que 0 0 T
(5;(:55 Cis O 9
— u
#2706 |[G](O,O,1)//A2 - 2C45 C44 0 U
g 0 0 C33E|

lls se propagent donc dans ce milieu:
f Une onde longitudinale a la vitesse V, = ,/C,,/r
1 Deux ondes transversales se propageant respectivement avec les vitesses

suivantes:

Vu = \/C44+C55+\/(C44' C55)2 "'4(045)2
t1 et

2r

V, —\/C44+Css' \/(C44' C55)2+4(C45)2
t2 = 2r

2) Si le milieu a un deuxiéme axe binaire placé selon la directiondw Ez I UU wOIl wEE U\
milieu a symétrie orthorhombique). Alors 6 est nul et le tenseur Gdevient :

€y 0 Op

- €
[G](o,o,l)et(l,o,O)//A2 =) 0 C44 0 3
é 0 0 Cuj

Dans ce cas ils se propagent donc dans ce milieu
f Une onde longitudinale a la vitesse V, =,/C,,/r
1 Deux ondes transversales se propageant respectivement avec les vitesses

suivantes:

V, = [—* de polarisation parallele a G et
\
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V,, = [—2 de polarisation parallele & O ®
r

#EOUwWOI WEEUwWOK wOz UO wEd-ddssus b hrordre 8upédaurfal2 () a O 6

Aas ou As), alors 0 0 et les deux ondes transversales ont méme vitesseLeur

polarisation est alors quelconque dans le plan 0@ w - Les ondes transversales sont
dites « dégénéréeR wl UOwx E U wE ® B G0 D iuwsStiE@ke@golstique ».

Ordres de grandeur : exemple de Al structure cubique :

Cu=107 GPa Casa= 28 GPa r=2,7.10kg.m-3
v/ — C11 — -1 — C44 — -1
n(001)Y V, = |= =6295ms ‘et V, = =% =3220ms
r r
matériaux Systéme r Cu Cas Cas
cristallographique (9.cm®) | (GPa) | (GPa) | (GPa)

Diamant Cubique - Oh 3,53 1060 1060 570
Graphite Hexagonal ¢ D6h 2,28 1060 36 4
Quartz Trigonal ¢+ D3d 2,65 90 107 60
c-SiO2

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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VIBRATIONS ATOMIQUES,
PHONONS

Bibliographie
T /Taupg@Ul wEl wOzdUEUwW2OO0PEI Ow" dw* (33$+0w# U0
1 Physique des solides, N.W. ASHCRIFT et N.D. MERMIBDP Sciences

#EOUWOI UwOOOBEUOI UwPOwa wEwlUOPUwUax] UwEzdOI U

1 Les énergies derotation } Infrarouge lointain énergie
1 Les énergies devibr ation Infrarouge
1 Les énergies électroniques  U.V.,visible croissante

Les approximations de la physique du solide sont les suivantes :
T L appr oxi mat i ofaite pad BoanketaQppeqgheimer : elle considére
le mouvement des noyaux atomiques comme indépendant de celui des

électrons, ce qui entraine la séparation des hamiltoniens concernés.

T L appr oxi mat i o:mnes hogauxrexencendlaseuns sur les autres ds
forces proportionnelles a leurs déplacements
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.LETUDES DES VI BRATI ONMEDEPOINTSMXTERIELS

+z 1 UxEEIT wEIl U wEoddnisytenedénnBsded. U
G est le centre de gravité du systéme au repos

a trois dimensions le systéme est

X3 X6
décrit par 3n coordonnées
X2 X5

ax o
X1 X4 @& 'to
&X, 0
o G
x, 9
&30
>® . ('j:|X>
<) 0
e 0
&(3n—19
e, 0
¢ Xan =+

a tout instant ‘ X>=‘°X>+‘ u> ou

Qo
c
=

1-0: O: O: O: O: OO

=
11
WH BB Y

‘°X> : coordonnées au repos, représentent un vecteur défini dars le repére du centre

de masse du systeme desn masses
| u) : variations de |°X) , représenteun vecteur défini dans le repére des masses

+721 UXxEETl wEI UwEOOI PTUUEUDPOOUW 1 U0 BnWenu lesUx EET w
éléments sont les vecteurs‘ x>

Avec ces notations les énergies cinétiqueT et potentielle VUz 8 EUBD Y1 OU

1 3n
T=2am#
2o
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etv=v(x,...x,)

car cette énergie ne dépend que de la distance entre les atomes. On ne connait pas
priori sa forme, donc onO z 6 E U b Wnudv@IGppdment limité autour de la position
Ez6Q3UDPODPEUI

O

AUV § 13apV 0
+3 i 9
SCEX 5 20mgbkx

AOz6QUDPOPEUI OwOz o601 UT Pl wxOUI 6OUPI 601 wl UV wWO

a%iV§ —o" |
(; i +><i:><io

Par ailleurs on choisit le «zéroRw E1 w 0z 6 O1 UT\EﬂPx}J)l sold WUl uE@ U 1 w

v(xl,....,xgn)zvqox»

conséquence ona

"X X =Xi0,X]0

#EOUWOZExxUORDOEUDOOwWI EUOOODPQGUI wOOwWOI wxUl OE
ET wEl wEd Yl OOxx1 Ol OUOwlI OwbsT OPT 1 EOUwWOI UwUI UOI

On écrira donc simplement :

Posons maintenantV; = , [Vi] est un tenseur symétrique de rang 2

v

i
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Effectuons le changement de variable suivant: g =,/m u, il vient alors:

[y

_|
|
_|\>I
=
I
NI
%
g =
o
c
=
1

EEEERS
1-0O: O: O: O: O: OO
o

L)
o

13V, .
V= ! g == N o ’
22, fmm, (XX ou A |

0 appelée matrice dynamique du systeme.
On fait alors un nouveau changement de repere afin de se placer dans le repere
propre de la matrice 0.

Q)o
¥

1-0: O: O: O: O: OO

Dans le nouveau repére on écrit: | x) =2

CRURCR

Q)
P

Avec 0 , matrice de changement de base on peut écrire
n 00

Dans son repére propre la matrice A est diagonale:

a4, 0 0..0 O O03p
x 0]
%0 /, 0..0 0 O0g
& 0 o o o009
& 0
x- - 0
A = o}
%' . .6
o0 0 . 0 06
2

0 00 ..0/, 03
g 0 0. .0 0 /42

On a alors: T:}M,ﬁzégcﬁ?
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VNPT S
V=Sl =381Q

les Qi sont ici des modes découplés
remarque "i, /'Q MEEUWUPwW OOWBSEEUUI woOl wUauUs0l wUEwW >

toujours ay revenir Y /i = u?
Le LagrangierE 7 UO wU a thEQD

®IoW Biwk E O U diftensiods<Uez 51 EUEPUWE WE O O E
1 Dwoz 6DUEHOGOVIWOT OUwEZ UOwWUIT O wUde Hauitehi e WE x x | OB |

dap e
dt %— HQ

cette équationOWE OO x U1l wUI1 O U whAl seittapsfoftre €h: UUD OO WE T w

&=-/Q| avec/i20

dont les solutions sont :

Q = ﬂeiﬁt +Be Wt

soit :

Q« = Akemt +Be !

QUI xUBUI OU0I wUOIT wiobepro@dde GivdtianE z U O w
+1 wOOUYI Ol OUwUdT OwET UWEUOOI UwUZ8EUDUWEOOOT wU
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3n 3n ) .
q =4 MQ, =a M, [ae +Be )
k=1 k=1

3n 3n ) .
sot G=aMQ. =a I\/Iik('AkeWkt +Be ]Wkt)

k=1 k=1

remarque : en général
1 3 des /i sont nulles car elles correspondent aux translations globales du

systeme
1 3 des/icorrespondent aux rotations globales du systéme

Cas particuliers :

n=1:0lwUauvlU60]l woOl wEOOUDPI OUw@UzUOwWUI UOWEUOGOI
mouvements sont des translations

n=2:ilya 6 degrés de liberté, dont 3 de translations globales, 2 de rotations

globales et 1 de vibration, comme indiqué sur la figure ci-dessaus.

I

5

o A
6

la rotation autour de Ox: Oz EWEUEUOI wUDPT OPI PEEUDPOOwW xT auD
moment cinétique sur cet axe.

Ainsi voici quelques exemples de fréquences de modes propres de vibration pour des
molécules diatomiques :

HF 3962 cmt
HCI 2886 cmt
HBr 2558 cm!
CO 2144 cmt
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BrCl 440 cm?

H- 4401 cm?
HD 3813 cmt
D2 3315 cm!

n = 3 :9 degrés de liberté dont 3 de translations globales, 3 de rotations globales et 3
de vibrations

La résolution du probleme aux valeurs propres et vecteurs propres décrivant les
YDEUEUDOOUWET wOEWOOOGEUOI wEzl EVWEEOU WOl WEEEL
les modes de vibrations suivants, dont les valeurs des fréquences sont obtenues par

mesures spectroscopiques

/\ 7\ /\

\/

Vibration de Vibrationd 6 an g | ¢ Vibration de
valencesymetrique valence valenceantisymeétrique
’ o @ uug ’ P UL TUWD ’ o X L
ExemQIe'

AN N |~ PN

¢ atomes dans un espace a 3 dimensions.

X1> est un vecteur a 31 coordonnées, toutes égales entre elles.

Avant translation les coordonnées de configuration du systéme sont \X>

T, >

Les énergies potentielles avant et apres translations sont respectivement

Aprés translation elles sont |x*) =|x) +
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1 1
=E<X|A4X> et V —§<X+T

W AXHT )
. OWUEPUWXEUWEDOOI UUUwW@Uz U &xudg E
potentielle interne du systéme.

~

Donc w O

muk
&
(==
(5
[
=

WCEuUELzO Z
Or le calcul donne :

[(XWX XWX+T> <X+T >]

)*+(T

Ez @{9{|4X+TX > <X+T

)*+(To AT, )=0 " T,

® b impose donc A{TJ =0 ce qui signifie que

TX1> est vecteur propre de la

matrice A, avec la valeur propre 0

+] UWOUUEOUOEUDPOOUwWEZzI OUI OEOI wEOUUI UxOOEI OUwWEO

Chaque systéme matériel posséde des fréquences propres. Exempleles fréquences
x UOx Ul UwE z U0 wx écanmauefaddddeu x0d00 U wE U w

https://www.youtube.com/watch?v=3mclp90mCGs
http://www.wat.tv/video/effondr ement-pont-tacoma-en-19402thv7 2ey61 .html

[l. Quantification

1) Rappels de mécanique classique

EAw" 'I' Eé Oi uJE)Oi E)()E)i mn@adélimllhéchainw;ﬁzcﬁsﬂe(ﬁ)@lés de

soA N A~ AN,

un micro -ressort de raideur k
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(n-2)a (n-1)a na (n+1)a (n+2)a

---—@ ® & ® =
> s ST —> —> -
Up.2 Up-1 Un Un+1 Up+2

+l UWYPEUEUPOOUwW@UPWUIl wxUOxET I OUWEEOUWOEWE
suivante :

d?u

m
dt®

“=k(u,,-u,)- k(u,-u,,)

Les solutions se mettent sous la formeu, = Ae/* 9" ol la pulsation est :

/ Kk
w=2 |—
m

La relation de dispersion est la suivante :
/ k

w=2|—

m

La pulsation est donc une fonction périodique de et il suffit de la représenter
sur une seule période, centrée surg= 0, appelée «1¢¢ zone de Brillouin »

sin %‘
2

sin %‘
2
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6x10" -
12
(4k/m)
5x10" 4
N 4x10°4
Lz
z
»  3x10"°4
[
i)
8§ 2x10"-
>
a
1x10" 4
04
-p/a p/a
T T T T T T T T
-2x10"° -1x10" 0 1x10" 2x10"°

module du vecteur d'onde g (m'l)

"OUUE] wEl wEPUx1 UUPOOWET wOE wE in,ié p@riodicdd 05 EPUI wa whuu
liaison interatomique est assimilable & un ressort de rakleur

b)" T E¢ Ol wbOi DOPI w & anlmoddltse<ld ¢haing pde de® &iomds de

s AN o~ AN

assimilable a un micro-ressort de raideur C

I
: (n-2)a (n-1a i na (n+l)a i(n+2)a (n+3)a i
M mw
- | - — -
IRSUPC N B RUS o BAU a
i Un-1 V-1 : Un Vn i Un+1 Vn+1 :
[ | [

Les vibrations qui se propagent dans la chaine sont les solutions du systéme
Ez8QUEUDPOOUWUUDPYEOU
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d?u

Ml dtgn :C(Vn - un)' C(un - Vn-l)
2
Mzddt\;n =C(u,,,-Vv,)- C(v,-u,)

Les solutions se mettent sous la forme U, = Ae'" 9" gt v = Bel (" A1) gy |

pulsation prend les deux séries de valeurs cidessous:

1 a1 N 10
R VER- VIRV
¢V 2
branche optique
75107 —— branche acoustique
X —
| C/M*)l/z
6x10" -

/
<5 5x10° 1 (2C/|\/|1)12
I ]

S 4x10" A 12
@ | (2C/M2)
0 13 |
'.C_U' 3x10
l) 4
r;1:_3 2x10" -
1x10* -
04
-p/21a T T T T T T Ip/2a‘
-1,0x10"°  -5,0x10° 0,0 5,0x10°  1,0x10%

module du vecteur d'onde (m'l)

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills

a
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"OQUUEIT UwWET wEPUxIT UUPOOWET wOEWET E¢ Ol @aOPOGEDUI wa w
(remarque la périodicité du réseau est ici 288, masseldl1 etM2 (M1 <M3) et dont la liaison
interatomique est assimilable a un ressort de rai@eur

Montrons comment apparait la quantification en retournant au cas simplifié de la
ET E¢ Ol wa whwdepéribdisitezoE UO O
OQwUI OEU@UI UEw@UzIl OwEI OUUI wET W4 oodrilesEl w! U
Mg
branches acoustiques, représente la \iesse des ondes sonores dans le matériau.
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Etude détaillée des vibrations dans la matiere : cas des vibrations
d’”une chaine |inéaire a deux types

|. Vibrations longitudinales

OWEOOUPESUI wUOIT wi éddistams® mas4nd dt mefng &ik)Ol@l U w
distance au repos entre deux atomes consécutifs est a. Entre deux atomes consécutifs
El WOEWET E¢OI wUz1 RT UET OUWET Uwiniptefisikds e desu U E x x |
ressorts identiques de raideur k. On ne considére que les interactions entre atomes
premiers voisins.
Les atomesde massed UOOUwUI xd U UwxEUwUOT wxDetdDOOwE
déplacement par rapport a cette position noté 6 Ok w O 7 Pestip@rE llesiatomes de
massed sSOOUwWUI x6UBUwxEUwWUOT wxd et dpidoemeng Gad UD OD E |
rapport a cette position noté 6 Ok wO 7 PeGthnip&rl w

Xone1  Xop+2

| | | |
I
: : | 2n+3 X2n+4 |
- | L
| ® | ® T \/ ® T
| - — > —¢: > — :
I
| Uzn-1 2n : U2n+1 u2n+2 : Uons3 u?n+A :
I I
I I

1) Ecrire les équations du mouvement desE 1 U R w U aterreddondfjue la chaine est
soumise a un ébranlement longitudinal.
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Qo 0 co
4 ’Q é '?'Q 4 r 14 4
aqa —k— 0] (0] 0] (0]
Q0
Qo 0 co
2) Chercher une solution sinusoidale de ces équations sous la forme
0 o Qv avecw C& W
o} oQw avecw CE pw

lorsque g1 U0 wOIl wYl EUIl UUwWEZ7z OOET WwEEOQUWOEWEDUI EUDPOOL
Ul x OUWET wOzEUOOI wEOOUPEBUB B w

, O0UT Uw@UzbOwl RPUUIT wx OUUWET E@UIT wYsEah voud wE T wad w
donnerez les expressions en fonction de g. Traer les courbes de dispersionw(q)

correspondantes.

on écrira donc précisément:
. 8 Q 0fgE @
0] ocQQ

o) apr}‘ of ¢t p b

0 o, ohcE P

o) acr}‘ of ¢t ¢ b
41 0°Q QO Q 0Q cO Q
41 0°1Q QO Q 0 Q cO6 Q

Soit :
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Finalement il reste :

0 a1 CQ AN m

0 A CQ 0 CATAD T

"T wUauUs 0l wEl WEI URwWd GUEUDOC

0 wioduédisodi Uwdz EwE
déterminant est nul, soit si :

Y 47 ¢Q a7 ¢CQ 1TQAT & m

#2z Qk
cQ TQ ... .
- ; Efw 1
LI B i
Avec* «——
Cette équation bicarrée a pour solutions :
Ko Ne) T OE ﬂ] .
el — W
—| 1 1 p a a
Et
N 0 T OE ﬂ] .
—_— —_— - w
—| 1 1 p a a

U En centre de #ezone de Brillouin 1] TU les deux solutions valent
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1 — Branche optique

Et:
] T ] Branche acougique
U En bord de 1¢* zone de Brillouin 1] — les deux solutions valent :

c’r

1 — |
a
¢Q

1 — 1
a

U Le développementde] enr] Tidonne:

o ¢ .
1 - TP g o
Soit: . .

Q cQ

1 1 ~ ¥ a n

Cette fonction est décroissante enr)
Q'
1 1 a4 6 n

Lafonction]  estdonc linéairement croissante enf)

Mécanique des milieux continus et denses - Elasticité, ondes élastiques

Licence de Physique 3¢m année UE SLA3OMMD

Yann VAILLS -date de derniére mise a jour : 06/09/2019

"T WEOUUUwWI UOWEDPUXx QOPEOI wawOzZEEUI UUI wUUBYEOQUI
http://www.cembhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills 72/85



http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills

— branche optique
—— branche acoustique

7x10" 1
6x10" 1 2k/m|”

13 1/2
< 5x10°- (2k/m,)
5 i
2 4x10"- 112
2 _ (2k/ml)
@) 13
= 3x107 A
®
l) o
& 2x10°A

1x10" 4

0 -

-1,0x10"°  -5,0x10° 0,0 5,0x10°  1,0x10"

module du vecteur d'onde q (m'l)

3) Monter que sur la branche la plus basse (branche acoustique)w est assimilable a
UOT wi OOEUPOOWOPOBEPUI WET w@wx OUUwWOI Uwi EPEOI
la vitesse de propagation du son dans la chaine.
Nous avons vu ci-dessus que pour la branche acoustique, branche la plus basse, le
développementde] aUR wx1 UPUI UwYEOI UUUWEUwWYI EUI UUWE:
CTQ‘
a a

(4

Soit pour’]

Cette fonction est bien linéairement croissante en)
La vitesse des ondes acoustiques est donc
T 6 7 ¥
1 ¢Q o . GQ

00— W W T
n a a a a
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4) Calculer le rapport des amplitudes A 1/A:z pour les deux branches en centre et au
bord de la 1°¢ zone de Brillouin. Quelles conditions peut-on tirer pour le
déplacement des atomes de chaque souséseau?
/| EUWEDOOI UUUOWE 7z E x Uéctita?) iwignn U0 6 O1 wEz 8 QUEUD O

o) COAATARN a7 cQ
0 a cQ A T oo
Donc :
U Pour la branche optique :| — or —

# 7 Ok TU A N 1% zone de Brillouin

Donc deux atomes voisins s déplacent en sens opposés. ONEDUE w @Uz DO
vibrent en opposition de phase.

U Pour la branche acoustique:] — or —

# 7 Ok wult! n N 1¢ezone de Brillouin
#OOEWE]I URWEUOOI UwYODPUDPOUWUI wESG xOEE]I OUWET
vibrent en phase.
Envisager les cas limites suivants: mz- 0;mi- @ ;mi- me.
U mz2- 0:
OEWEUEOET | wOxUPZUI wEPUXxEUEPUOwWPOwWOz A wE W

I I | I

: Xon-1 : Xon+1 : :
L m o m

- = |

: Uzn-1 : Uzn+1 : Uzn+3 :

| | | !

OQwUl UUOUYT wUOT wET ECOl wOPOBEDPUI urd whiw U a
dans le réseau directe eto/adans le réseau réciproque
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—— branche optique
—— branche acoustique

7x10™ -

6x10™ 4
T 5x107 A
5 ]
2 4x10"4 12
@ | (2k/m 1)
o 13 _|
S 3x10
ﬂ 4
n:_s 2x10" -

1x10™

04
-p/2@a , | p/2a
-1,0x10"°  -5,0x10° 0,0 50x10°  1,0x10"
module du vecteur d'onde ¢ (m™)
U mi- o:

on a ne masse mqui oscille entre 2 ressorts de constante de raideurk
O & donc la branche

Par ailleurs la masse réduite tend vers mp*
EEOQUUUPQGUI wUzIl i1 OGEUT wi OwhPOwodl wUl UUT wx(
fréquence unique.

— branche optique
branche acoustique

7x10"

6x10" -

5x10" - (2k/m, )"
4x10"

3x10" 1

Pulsations w (Hz)

2x10"

1x10™ 4

-'D/ Ia T T T T T T p/2a'

-1,0x10°  -5,0x10° 0,0 5,0x10°  1,0x10"
module du vecteur d'onde g (m™)

U mi- me
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on retrouve les mémes fréquences que pour la chaine linéaire a 1type
EZEUOOI OWEYI EwUOI w x galibyCaEBdpiRioehtus iddla &4 001 wE
zone de Brillouin sur elle-méme pour former une périodicité de pa
5 001 Owl U0w Ol wYl EUI UUwEZ7ZOOET wEOUUI UxOOEEOUU
graphique ci-dessous?

: : ' ' '
| | |
: Xon1 Xon : Xon+1 Xon+2 | X2n+3 on+d | X2n+5 X2n+ 6 |
m m m m | m m, | '
I 1 2 I 1 2 1 2 m m
| | 2
OOt e (et
> > |
| — — > > | —_— o
| | ° I
|
| Uzn Han : Uania Uppsy : Ugneg Uones : Usnis Hones :
I I
I I I

Il. Vibrations Transversales

A N N A~ s N

g défini par : 'O 0g

Uon+3

On désigne par van et vani1 les déplacements transversaux des atomes (2n) et (2n+1)

EUUOUUWET woOl VUV wxOeelp&UwEz 8 UPOPEUI Ow

1. Ecrire les équations du mouvement de ces atomes. En déduire les courbes de
dispersion des modes transverses.

2. Les atomes de la chaine sontsupposés avoir des charges ZAw x OUUw Oz EUOOI
masse met (zZAwx OUUwOz EUOGQS wEdwdEWUd QuwddU O UwoOE W
onde électromagnétique définie par : E= Eoej(Wt'qX)O w Pad@@eudeviennent

les équations du mouvement ? Avec I%J// direction de Vv zn.
3. On cherche des solutions de la forme:
0 o Qw avecw C& ®
0 o Qv
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Quelles conditions doivent satisfaire w, nz O w @our duedsgquations du
mouvement soient solubles ? Ces conditions étant satisfaites, calcule® eto .
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2) Conditions cycliques de Born ¢ von Karman :

Soit un cristal cubique de 1 mm de coté, de périodicité a=3 A

Cristal : volume V = 102 A3, surfaceS= 6.104A2
Cellule cubique élémentaire
vol. v# 30 A3, surf. s# 10 A&

+1 wWOOOEUI wEzd8 0801 OUUWET pOPZUIT:Uwd 08 Ol OUEDUI
Nv#V/v # 3.10°
+1 wWOOOEUI wEz6 0801 OUUWET POPZUI Uwdo 0d 01 OUEDUI

Ns# S/s# 6.10°

Ns << Nv donc dans une premiere approximation on peut négliger les effets des

atomes qui se trouvent a la surface du cristal. On affectera ainsi arbitrairement un

état de vibration identigue a deux atomes situés a deux extrémités opposées du
ciUUEOB w# EOUwWOI wEEUw R zides cel redenOd refecdni@2Old EPUIT w
chaine surelleO+ Ol wpEz Ok wOE wE @dhditiorn &yaiguBsp OwE T wq

F1G. 22.6 - Condition aux limites périodigues de Born-von Karman pour une chaine

linéaire

Dans ce cas les états de vibratiorur du n*meatome et un+ celui du n+N ©me seront
tels que :

un — Ae][m' qnd :un+N - Aej[m' q(n+N)a]
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OuquUI xUBUI OUT woOl wYl E0OI UVwE7 OOEI]
Ce quiimpose:f; 0 @ ¢p,pl OUPI UwUI OEUPI OQwEz Ok

—d
4= P

lyagUEOUDPI PEEUDOOwWEUwWYI EUI UUwWEZ OOET &
Les courbes de dispersion sont donc discontinues et constituées de points espacées
2p

de facon équidistante de —
Na

+ + + branche optique
* branche acoustique

7x10"™ 1
] TN 21

6x10" - R (2k/m
— ] L S 12
T 5x10"- (2k/m.)
5 4x10"™ 1 1/2
S | ., —(2k/m.)
= " 2p .‘
T 3x10" 1 . - -
w . Na -
S 1 ’ .
- 2x10" -

1x10™

0 e
-1,0x10"°  -5,0x10° 0,0 50x10°  1,0x10"™

module du vecteur d'onde q (m'l)

[Il. Notion de « phonon »

1) Quantification des modes propres
#1 wO+ 0l wegUz OOwd E U bMg@giantE= MO Qui Uul BB wuiudb zuU O w U a
EVCOOI UWEEOUwWOzI1 UXxEEI wawt wEbOl OUBOOU

V=LA Q)

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills



http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills

on écrit le Hamiltoniencorrespondant de la fagon suivante :
1 3n
H=T v =13 (@ 07)
i=1

ou /i = w? représente les pulsations des modes de vibration. On admettra

facilement que pour un cristal & N mailles, contenant chacune s atomes (h = Ns

EUOOI Uwl OwUOUUWEEOUWOI wEUDUUE O AGCaurneE &20U0wOz |
dispersion (branches). Le Hamiltonien peut alors Uz 8 EUPUI WEIT wOEw I Ef ¢
(toujours en sommant sur tous les modes de vibration) :

s
H=T +V:E a a(@f*rq érq-l-'/’/r’qu*rq qu)
q r=1

ou la premiére sommation concerne lesN Y1 EUl UUUwEz ® @daé deE1 w OE
Brillouin, et la deuxieme somme porte sur les 3s branches des courbes de
dispersion.

Ci-dessous sont représentées les courbes de dispersion des modes de vibration

dans le silicium et le germanium cristallins
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W W Wy ax

«— Density of state ¢ « 1] 100 —» X
(&)
1;(, .‘f (a) Density of stat ind (b) phonon dispersion curves for diamond cubic Si (or Ge) calculated
us ¢ Born polential lh d lines indicate the origin of some Van Hove singularities in k-space
lIL maximum (requency 1s given by @ .=/ (82/M) (Thorpe 1976)

(@o wel OUPUB wWEZ6 UEUU
(b) : Courbes de dispersion pour le silicium (ou le germanium) en structilnique dite diamant»

OQwoOOOUUI wi OWwOBEEOPZUI w@ bdhi@ & menent eodjliguéw Oz OO w
P, = e _ @ \ »
de Lagrange - u — N rq (correspondant a la quantité de mouvement),
rq
Ez Ok
N vect

d'ondeq 3s

H=T+v=3 & & (P P+ Q" Q)

On reconnait ici que le Hamiltonienest E UPUw UOUUwWw OEw i OUOI wEzU
HamiltoniensEz OUEDOOEUI UUUwT EUOOOPOUI UBw+1T wUauUe
comme un ensemble de 3Ns oscillateurs harmoniques, chacun étant caractérisé
xEUwOz 6Ol Ulsivane®Oal OO0I
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Wi

1T

o)

I
”°@P°

+

N |-
P

ol g dépend de la température T 1 Uw Ul x U3 UI OUI w Ol w OOOEUI
élémentaires de pulsation wq
Il nous reste a déterminer ce queg représente.

2) Occupation des niveaux d’ énergi e

On montre en physique statistique que g dépend de r et de g (donc de la courbe

El wWEPUxT UUPOOWUUUWOE®@UI 001 wUl wOUOUYIT wol wodo
celle-ci), et se met sous la forme suivante:

g suit la statistique dite de « BoseEinstein ».
+720801 UT Pl wdOOal 00| arigad é due GuiximodEsEdd Wibuabidns de
pulsation wq seradonc :

Ce sont les travaux delgor levguenievitch Tamm (Prix Nobel de Physique 1958) qui

ont ainsi fait ExxEUECUUI wil OQwhNt YwO7zPESTI wEzUOwWwBUEOCL
parOz 8 Ol @1 B 10uwud z B O » UED UBH@kowulitch Frenkel propose, par

analogie avec le « photon », quantum de vibration électromagnétique, de baptiser

«phonon » le quantum de vibration mécanique.

Chaque point des courbes de dispersion w= f(q) correspond a un phonon.
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Oq est le nombre de pseudo particules de vibration, de phonons, identiques.

Puisque le phonon suit la statistique dite de Bose$ DO U U1 D O Gasda.zCeld) U w U O w
signifie que le nombre de phonons dans le méme état de vibration & un endroit

EOOOO WETl wOzI1 UxEEIl wxl U0w+0UI wOEUI or0iesib@U1 Ol
égal agrq(T), donné ci-dessus.

V. Exemple de propriété dont les « phonons » permettent de rendre compte : la
chaleur spécifique

. Owxl UOwWEUUPOPOI UwOz601 UT Pl WET wYPEUEUDOOWE
écrira donc :

— . a 14 .
U=8 E =8 89,(T)+ 0, =U,+8 6.(T P,
ra rq G ~ ra
or, CV:E
uT

#EOUw Ol wOOESOI wUDPOXxOPI P6OWEPUwWEZSDPOUUI BOC
considéré comme un oscillateur indépendant de ses voisins. Ce modele abusif

revient dons a supprimer toute propagation des phonons, et puisque tous les

oscillateurs sont ainsi renduJwPET OUPQGUI UOwPOwdOzawEwWwxOUUw@
pulsation : u6

"TE@UI wEUOOI wYPEUI WEEOUWOI Uwt wEDPUI EUPOOUWE
EEOQOUwOl wWEEUWEZUOWEUPUUEOwWAE w- wEUOOI UG

Cette hypothése donne les courbes de dispersion suivantes
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2n+

courbes de dispersion.

N > o
Avec U :UO+% et C, =% il vient :
ee’ -1 :
(>W)2 ekBT
C, =3N k'FZ - -
B a = Q
aglel - 10
g 9
T a3 wgwka— ona:
p Y
1+ —9+ .
C 3N (>M/O)2 kBT
' kBT é’1>|/l/O 62
T

soit : |C, = 3Nky
UPDwOIl wOOOEUI wEZEUOOI UWEOOEI:NSHNW Uwl UOWEIT OUD
OOOEUI wez YOI EEUOOwWI Uuw

C'=3N ks = 3R constante des gaz parfaits

. Ow Ul OUOUYIT wOl wUBUUOUEUW EI U uténeaatucar EUIT ED (
Ozl axOUI 66Ul wi EPUT wxEUwWOI wOOES Ol wez$DOUUI D
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)

2
T a3 woudke il vient :CV:BN(;LZe"BT
B

basse température, ce sont les niveau z 6 O1 UT Bl wOl Uwx OUUWEE Uw
x] UxO6@BBH WEU URBRWET UwxT OOOOUVUWEEOUUUDPBUI U
ignore.

(OQwiRPUUI wEZEUUUI Uw OOEG6OI Uw x1 UOI UDUEOU W E
spécifique des corps, notamment celui de Debye, mais que nows ne
développerons pas ici car ils sont hors sujet par rapport au programme de ce

cours.

"l wg@UzPOwi EV0OwWUI Ul OPUWET wET UWET UOBI UUws O¢
a stocker de la chaleur provient des modes vibrations dont celui-ci peut étre le
sieged w" 7z dans lesughononsque le matériau stocke la chaleur.

Le modele harmonique (ou « élastique ») de description des milieux denses,
avec sa notion de phonon, ou plus généralement de modes de vibrations,

(diffusion atomique, conductivité thermique, conductivité électrique,
supraconductivité, etc...).

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills



http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills

