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Lisez et relisez ce cours afin d’étre presque aptes a le refaire vous-mémes.

« Le travail : ce qui est susceptible d’introduire une différence significative dans
le champ du savoir, au prix d'une certaine peine..., et avec l'éventuelle
récompense d'un certain plaisir, c’est-a-dire d’un acces a une autre figure de la
Vérité ».

Michel Foucault, Jean-Claude Milner, Paul Veyne et Francois Wahl
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Ce cours est construit en trois parties. La premiere, intitulée « VECTEURS -
TENSEURS-PROBLEMES RELATIFS AUX CHANGEMENTS DE REPERES -
SYMETRIES », introduit la notion mathématique de tenseurs, qui permet de

représenter des grandeurs ou propriétés physiques, et de les relier entre elles.

On trouvera ensuite dans ce cours des éléments traditionnellement dits de
« mécanique milieux continus » (deuxieme partie) ou le milieu, considéré comme
continu, se préte ainsi a un traitement mathématique simplifié, qui néglige en
particulier la discontinuité de la matiere due a sa structure a 1’échelle atomique.
Ainsi on peut utiliser des fonctions continues et dérivables pour décrire la matiere, et
assimiler les petits déplacements ou petites variations a des différentielles, dans la
plupart des cas. Cette deuxieme partie, intitulée « PROPRIETES MECANIQUES DE
LA MATIERE - ELASTICITE STATIQUE - ELASTICITE DYNAMIQUE », traite des
déformations élastiques statiques et dynamiques de la matiere considérée comme
milieu continu. Les vibrations de la matiere qui sont abordées sont celles qui

apparaissent en proximité du centre de la 1¢ zone de Brillouin.

Dans une troisieme partie, intitulée « VIBRATIONS ATOMIQUES,
PHONONS », I'approche des phénomenes de vibration dans la matiere est élargie en
prenant en compte la discontinuité de la matiere qui apparait en prenant en compte
’aspect atomique. Cette échelle de description généralise et donc incluse les résultats

obtenus dans I’approche continue.

Au total il s’agit donc ici du traitement de la mécanique des milieux denses,
dans un premier temps dans l'approximation des milieux continus, puis prenant en
compte la structure atomique de la matiere, dans le cadre des approximations

adiabatique et harmonique, typiques de la physique des solides.
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VECTEURS - TENSEURS-
PROBLEMES RELATIFS AUX
CHANGEMENTS DE REPERES -
SYMETRIES

I. Loi de Curie ou : « Comment trouver un lien élémentaire entre cause et effet »

« Dans un processus physique la symétrie des effets est supérieure a la symétrie des

causes : on ne peut pas perdre de symétrie au cours d"un processus physique. »

Exemples (développés en séance) :

e Réflexion d’un rayon lumineux sur un miroir : la loi de Curie montre que le
rayon réfléchi est dans le plan défini par le rayon incident et la normale au
miroir

e L’action d'un champ magnétique sur un fil parcouru par un courant
électrique : la loi de Curie montre que le fil est soumis a une force qui se
trouve dans le plan perpendiculaire au champ magnétique

e Laloi de Curie monte que l'effet piézoélectrique ne peut avoir lieu que dans

des milieux dont le groupe de symétrie ne contient pas de centre d’inversion

A partir de ce point le probleme posé est celui de la traduction mathématique de la

relation entre causes et effets.

Dans les milieux anisotropes une cause C appliquée suivant une direction donne
naissance a un effet E(C), en général non parallele a la cause.

[lustration : dans un milieu non ordonné on a une relation scalaire entre champ

électrique appliqué et densité de courant induite : J =7E . Par contre dans les

milieux anisotropes ] et E ne sont généralement pas paralleles.
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J Yii. V12 Vi3 E,
J=| L |=V7E=|ys 72 7as|®| E;
Ja Va1 V32 Va3 E,

La notion de «tenseur'» apparait donc des que l'on veut établir des relations

linéaires entre causes C et effets E dans les milieux anisotropes.

Si C et E sont des grandeurs vectorielles, en se limitant au domaine linéaire la
relation entre les composantes C: C: et Cs des causes et E: E2 et Es des effets fait

intervenir 9 ceefficients Ajj

Ciou E;j et Aij sont de natures différentes :
e (i ou Ej sont des grandeurs physiques, elles caractérisent 1'état du milieu

physique, elles peuvent étre nulles ou non
e Aj ces coefficients caractérisent une propriété du matériau, ils ne peuvent pas

étre tous nuls.

Quelques exemples de tenseurs :

e tenseur de rang 0 (scalaire) :
- densité, chaleur spécifique (propriétés)
- température (grandeur d’état du milieu)
e tenseur de rang 1 (vecteur) :
- pyroélectricité (propriétés)
- champ électrique, force (grandeurs d’état du milieu)
e tenseur de rang 2 : permittivité diélectrique Di = &; Ej
e tenseur de rang 3 : piézoélectricité D, = d;j; S;j

e tenseur de rang 4 : élasticité T;; = C;j; Sy

! On pourra se référer a I’excellent cours de Richard Feynman « Electromagnétisme » Tome 2, Chap. 31 :
Tenseurs
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I1. Coordonnées covariantes et contravariantes

Soient une espace vectoriel E et deux bases dans cet espace {|ei >} et {le")}i=1, 2, 3

Sommation sur
les lignes

a a, 8,

_~ Indice de ligne
!

a.
~ Indice de colonne

Probléme de la transformation des vecteurs et de leurs coordonnées dans un

changement de repére :

soit V) eE V)=a'le,) et |[V)=pe)

donc a'le;) =|V) = B'le) =a’ajle)

Remarque : pour représenter les vecteurs on utilise ici la notation < ‘ : appelée « bra »

pour les vecteurs lignes et ‘ > appelée « ket » pour les vecteurs colonnes, provenant de

I’anglais « bracket » : signifiant « crochets ».

Onadonc: f'=c’a} deméme a’'=p“b)

d'ott B'=alb}B* donc alb) = 5 et [ai]"=|b]

http://www.cembhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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on pourra donc écrire :

o'\ (b b b)(p |
ol | = blz b22 b§ | ﬂz Sommation sur les colonnes
SRCE LG

covariant

contravariant

N
I
R
hs
=
I
QN
N

En physique dans 95% des cas on travaille avec des repeéres orthonormés. Dans ce cas

la matrice de changement de base est unitaire, et on a :

B= [b'.]: Al =4 = [a:"] soit: a’ =b} d’ou:
/ ]

‘ej>:aij‘ei|> ‘ei'>:aij‘ej>

@ =aff p' =aja’
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on change alors de notation en amenant les deux indices en bas, I'indice de ligne

devenant le premier des deux :

ej)=ayle) o) =ayle;)
a; =ayf B = aya,
a;
7N
Indice de ligne Indice de colonne

ITII. Notion de tenseur

I1I .1. Transformation des composantes d'un tenseur

Soient deux reperes orthonormés munis des deux bases suivantes Qei >)et (}ef))

Soient deux vecteurs et leurs coordonnées dans les deux reperes :

p) : (p)et(p) la) : (a)et (a7")

ces deux vecteurs représentent des grandeurs physiques reliées entre elles par une

propriété traduite par un tenseur T. On peut écrire les relations suivantes :
pi=Tiq; etp=Tyq,

Py T11 T12 T13 d,
P, | = T21 T22 T23 0,
Ps T31 T32 T33 0;

soit :
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p'1 _T'11 TI12 T'13 qll
plz = T'21 lez T'23 qlz

et:
1 1 1 ] ]
P53 _T31 T3, T33_q3
or p'yx = ayp; = ayT;jq;
de plus q; = a;;q',

donc p'y = aya;T;q' = T'uq',
soit : | T’ = aya;T;; |et Ty = aga;T';
par ailleurs : X'y =agx; ety = a;y;j
donc: I X'y = Ay X;yj

Ce qui démontre que les composantes d'un tenseur de rang 2 se transforment comme
un produit de 2 composantes de vecteur.

On admettra que cette propriété des tenseurs de rang 2 se généralise aux tenseurs de
rang n soit: les composantes d'un tenseur de rang n se transforment comme le

produit de n composantes de vecteurs. Ainsi on écrira :
A’ . = v qa.d..a A
k.. il%m©%en - 43 Jlmn...

Ceci provient de ce qu'un tenseur de rang n peut étre considéré comme le produit

tensoriel de n tenseur de rang 1.

III .2. Eléments de symétrie des cristaux et composantes indépendantes des

tenseurs (réduction des tenseurs)

A.ijk... sont les composantes, dans un repere Oxix2xs d'un tenseur traduisant

une propriété donnée d"un certain cristal.
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A’_ijk.. sont les composantes de ce tenseur dans le méme repere et pour une
orientation nouvelle du cristal obtenue en appliquant une opération de symétrie S,
appartenant au groupe de symétrie ponctuelle du cristal.

Il revient au méme d’appliquer S * au systeme d’axes en laissant le cristal dans
son orientation initiale.

[a] = matrice de changement de repere associéea S, on a:

A g T dpaga. A

o] . par ..

S étant une opération de la classe de symétries ponctuelles du cristal, la nouvelle

orientation est indiscernable de celle de départ donc:

AI... ik .7 A ik ..

Ainsi l'invariance des propriétés physiques au cours des opérations de symétries
impose des relations entre les termes des tenseurs, réduisant le nombre des termes

indépendants.

A...ijk L a ip ajq akr A...pqr...

Les relations précédentes réduisent généralement le nombre des composantes

indépendantes des tenseurs.

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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PROPRIETES MECANIQUES DE
LA MATIERE
A. ELASTICITE STATIQUE?

L’application d’efforts a un solide provoque des déplacements d’ensemble et des
déformations (variations de directions et de distances relatives entre les points). On

ne s’intéresse ici qu'aux dernieres.

F/s

éprouvette

rupture

v RN AR
NN ]

F/s

rupture

F/s(MPa)
F/s contrainte exercée : F = force, 250 500

s = section de I'éprouvette

2. 0On se référera a I’excellent cours de Richard Feynman « Electromagnétisme » Tome 2, Chap. 38 : Elasticité,
Chap. 39 : Milieux élastiques
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Dans le domaine des petites déformations réversibles, la relation entre efforts et
déformations est linéaire, c’est le domaine de 1’élasticité.

Le milieu déformé est considéré comme continu.

(a) : rupture fragile, c’est le cas des céramiques ou des verres en général

(b) et (c) : minéraux, métaux, plastiques, bois...

OA : zone d’élasticité (réversible)
AB : zone de plasticité (apparition d’étirements irréversibles)

BC : zone de durcissement | L |
CD : étirements locaux | = ]

D : rupture

Déformation plastique d’un monocristal Courbe de traction schématique d'un
d’aluminium en traction monocristal d’aluminium pur deux axes
différents de traction

I. Déformations élastiques

L.1. Déformation unidimensionnelle

L'allongement d'un fil soumis a une force F va permettre d'introduire

les grandeurs que I'on retrouvera dans un cas plus général.

Mécanique des milieux continus et denses - Elasticité, ondes élastiques
Licence de Physique 3¢m année UE SLA3OMMD
Yann VAILLS - date de derniére mise a jour : 06/03/2019
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N
PQ=dr
P(x) P'(x+u(x)) PQ =dr
Q(x+dx) :
Q'(x+dx+u(x+dx)) dr’ — dr caractérise la
déformation du segment PQ
ici dr’ - dr = u(x+dx) - u(x)
ou
, dr'—dr =—dx =du

O X

ou

AX caractérise la déformation et est sans dimension. La position du point choisi

comme origine est sans importance.

[.2. Déformation tridimensionnelle

P(x1, x2,x3) Q(x1 +dx1, x2 +dxz2, x3 +dxs3)

On exerce une contrainte sur le segment PQ = P'Q’

Xl + ul(Xl’XZ ’XS)
Pl X, +U,(X{,X,,X5)
X3 +Us( Xp,X5,X5)

X, +dX; +u (X, +dX;, X, +dX,, X, +dX;)

Q'| X, +dX, +U,( X, +dX;,X, +dX,,X; +0X;)
X, + Xy + Uy (X, +dX;, X, +dX,, X, +dX;)

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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du, = jul ) o, dx, + o, dx,
X, X, OXq
V) =[dr)—|dr) =| du, = 222 dx, + 7% g, + 722 d,
X, X, OXq
du, = %d L+ o, dx, + o, dx,
X, X, OX,
Soit :
ou, oJu, oy
OX;,  OX, OX, dx,
V) =|dr)—|dry=| Tl T2 Y || gy
X, OX, OX, d
du, OJOu, Ju, X3
IX;  OX, OX,

it |0V = ]| ar)

[V] est appelé tenseur des variations, il traduit non seulement les déformations, mais
aussi, les éventuelles rotations et translations d'ensemble (qui ne sont pas des

déformations puisqu'elles conservent les longueurs).

Le tenseur [V] traduit aussi une modification des distances entre points. Vérifions-le

en calculant dr'2 —dr 2 :

dr’?2 —dr 2= (dx1+ du1)? + (dx2 + du2)? + (dx3 + dusz)? - (dx1% + dx2? + dx3?)

=2 (dx1 dui + dx2 duz + dxsdus) + dui® + du2? + dus?

Or dans le domaine des déformations élastiques les déformations sont tres petites par

rapport aux dimensions des objets.
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Donc dukdui << dxidu;j (généralement ~ 10? a 10° fois plus petit) et on peut écrire :

dr’? -dr? #2 (dx1 dui + dx2 duz + dxzdus)

soit encore :

dr'? - dr? =2 (dx1 dui + dx2 du> + dxzdus)

ot dr'?—dr? = 2(dr|dV)

dr'®—dr® = 2(drV|dr)

quadrique associée a [V]

Propriétés d'un tenseur : on peut 1'écrire sous la forme de la somme d'un tenseur

symétrique et d'un tenseur antisymétrique. D'ou :

V1=[s]+[A]

| V Vio+Voy Vis+V | | 0 Vio-Voy V5=V |
11 5 3 . 5 :

V]= Vo +Vi V., Vis + V) + V-V 0 Vos — Vs,
2 o 2 2 P
Vas +Vis Vi + Vs V. V-V Vs -V 0

La quadrique associée a un tenseur antisymétrique étant nulle il reste :

dr'?—dr? =2(dr|S|dr)

Donc ce qui caractérise les déformations est la partie symétrique du tenseur des
variations.

On appelle [S] : tenseur des déformations

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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: —_—t— ..
ij 2 é’Xj 0/7Xi aveci, j=1,2,3

Remarque :

La partie antisymétrique du tenseur des variations correspond a une rotation du
systeme dont le tenseur est [R] = [I] + [A] ou [I] est la matrice identité.
En effet: une matrice de rotation dans l'espace a 3 dimensions autour d'un axe
1 R12 R13
quelconque prend la forme suivante [R] = |—Rq 1 R,3|. Ou il existe
—Riz —Ry; 1

bien entendu des relations entre les différentes valeurs des éléments R;;.

Rapypel sur la rotation a 2 dimensions :

Ainsi a deux dimensions nous allons montrer que la matrice de rotation d'un angle &

dans le sens direct s’écrit :
cos@  —sinf

Rl = |

[Ro] sinf  cos6
On exprimera I'image W' de W dans la rotation d’angle & par la relation :

W' = [Rg]W

Or si W se décompose comme suit en fonction des vecteurs de la base orthonormée
CADE

W = a_)l +ﬁi)2

Son image W' par la rotation d’angle @ sera :
w' ia[Re]a + B[R],
W, = ai)ll + ﬁi)zl

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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Soit d’apres la figure ci-dessus :

W' = a(cosOiy + sinbiy) + B(—sinbi; + cos6i,)
Soit :

W = [cosH —sinf (a)

[cos@ —sin0] —
sin@ cosd 1\B

sin@ cos@

D’ou l'on voit effectivement que :

__[cos@ —sinf
[Re] = [sinH cosf

Avec les notations qui nous intéressent ici nous écrirons donc :
|dr’) = [R] |dr)
Or:
|dr')y — |dr) = [V] |dr)
Donc :
|dr') = [V] ldr) + |dr) = {[V]+ [I] }|dr)
Dans le cas ou il n'y a pas déformation, mais seulement rotation nous aurons :

s1=5 ¢

Donc:

D'ou:

L1.3. Signification des termes du tenseur de déformations

a) Trace de [S]

La trace de [S] est égale a la dilatation relative

dr Sou  ou
S &

o en utilisant la notation d’Einstein
oX.  OX; |¢ )

en effet :

dr= 7-7= (dx1+dui) (dx2+duz) (dxs+dus) - dxidxadxs

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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= dxidx2dus + dxidxsduz + dxsdx2dui +

dxiduzdus + dx2dusdut + dxsdu2dui +duidu>dus

#dxidxadus + dxidxsduz + dxsdxadui
avec 7= dx1dx2dxszil vient immédiatement :

(7-7)/ 7= dui/dx1 + duz/dx> + dus/dx 3

Quod erat demonstrandum !

b) Allongement relatif dans une direction donnée

L’allongement relatif dans une direction |n) est égal a la quadrique de [S] pour

cette direction :

en effet ;

dr'? —dr 2= (dr’-dr)(dr’+dr) #2 dr(dr’-dr)

dr(dr'—dr)=(drV|dr)

donc:

AC(dr—dr) (dr]V|dr)
=t = = () = (n[s]n)

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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L4. Exemples de variations

a) Cisaillement simple

D S
L iy _[0 k
Tenseur des variations associé : [V] = 0 0
b) Cisaillement pur

0 &
Tenseur des variations associé : [V] = [ ]

II. Contraintes

Soit un corps en équilibre statique. Il est soumis a des contraintes homogenes. La

force F agissant sur le volume est la somme des forces qui s’exercent sur sa surface

2. On peut écrire :

TN
[|
T
[|
o
M
o
w
[
Oy

ifd
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dF,
Ona:‘dF>: dF, o
dF,
ds, n,
le vecteur surface ‘dS> dS‘ > dSZ ds 2
ds, n,
soit : dFi = Tids1 + Tiads2 + Tisdss
dF ds ds ds
Soit - dSI = Til d—Sl +Ti2 d82 +Ti3 d83 - Tilnl +Ti2n2 +Ti3n3
dF
finalement : — = Tij nj
' ds

T est un tenseur de rang 2, il est appelé tenseur des contraintes.

On montre que c’est un tenseur symétrique : Tij = Tji
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X3

Tij

PN

X1
direction direction de la
dela normale au
contrainte plan de coupe

Finalement les contraintes seront représentées par un tenseur dit « des contraintes »

que l'on écrira :

T,y Ty, T3
[T] = T12 Tzz T23
T3 T3 Ts3
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IT1. Relation entre contraintes et déformations

III.1. Constantes élastiques

Dans le cas de la déformation élastique d"un corps on peut écrire (développement de
Taylor) :
aT, 1( o°T,
Tij(skl):Tij(o)+ — Skl+§ 35 S St S + -
kI™~~"mn

K /s, =0 S =S =0

Le comportement élastique est décrit par le deuxieme terme de ce développement :

car Tii(0) =0

oT,
donc Tij( Skl ) = (—Jj Skl
S

C’est la loi de Hooke. On écrira :

ot

en posant ikl askl

Tij(SkI ):CijkISkI

Sk|:0

[Ciji | : tenseur de rang 4, dit des « constantes élastiques » ou des rigidités élastiques

_| %5
Pjkl 5Tk I tenseur des modules d’élasticité ou
Tk | :0

des compliances élastiques.

Loi de transformation : C kKimn = iy jam pan inj pq

Cij se transforme comme un produit de 4 composantes.

Il possede 3* =81 composantes.

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills



http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills

II1.2. réduction du nombre des termes indépendants dans [Cii]

i) Influence de la symétrie de Ti
Tij = Cij11511 + Cij12S12 + Cij13S13 + ..

Tj' = Cji11511 + Cji12512 + Cji13513 + .

Ceci est vrai V S; donc Ci ikl = C jikl

ii) Influence de la symétrie de Sy,
Tij = Cij11511 + (Cijlz + Cij21)512 + ..

[S] étant symétrique par nature, on ne peut mesurer que la somme

Cij12 + Cijz1 et non chacun de ces termes séparément, donc par convention on

pose Cijkl =C ijlk

Finalement Ci ikl = C jikl = Ci jlk| = [Ci jkIJ contient seulement 36 termes

indépendants.

iii) Contraction des indices de Cyj14: la notation de Voigt

on présentera les 36 termes indépendants de Cijit sous forme d’un tableau 6x6

et on réduira ses indices de la fagon suivante :

T11 = 61111511 + 61122522 + 61133533 + 26‘1123523 + 261113513 + 2C1112$12

Tl = Cll‘sl + ClZSZ + 61353 + 2614523 + 26‘15513 + 2C16S12

avec : Sl == 511 52 == SZZ 53 == S33
S4 == 2523 55 == 2513 S6 == 2512

et T, =Ty T, =Ty, T; =Ts3
Ty =Ty Ts =Ti3 Te =Ty,
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Pour représenter 1'équation Tj; = Cyjy; Sk, on écrira : |T, =C,;S, o f=1ab

La numérotation contractée se met en place de fagon tout a fait arbitraire selon le

schéma ci-dessous :

X11 X12 X3 X1 Xe¢ Xs
Xo2 Xp3| = Xy Xy
X33 X3

Afin de clarifier les concepts nous désignerons sous le nom de « tableau des constantes

¢lastiques » le tableau suivant :

Ch Cp G Cp Ciy Cy
Chi Cp Gy Gy Cp Cy
[Caﬁ] _ Ca Gy Gy Cus Gy Gy
Ciu Cp Cu G Cps Cp
Coi Csp Gy Cg Gy Gy
_C61 Coo Ces Cou Cos Coo |

Remarque importante : compte tenu de 'arbitraire qui préside a la numérotation d’indice

contracté, (Te)o1i6, (Sp)p1a6 et (Cop)y p1a6 sont des tableaux et non des tenseurs, ils n’ont

donc aucune raison de suivre les regles de transformation des tenseurs.

L’équation |T, =C,,S ;| pourra s’écrire :
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_Tl_ _C11 C, C; Cu Gy C16_ _Sl_
T, Ci Cp Gy G Gy Cy ]S,
T _ Cy Gy Gy Cuy Gy Gy || Sy
T, Cin Cp Gy G G Cy . S,
Ts Cor GCsp GCos Gy GCgs Coe || Sy
_TG_ _C61 Coo Cos Cou G Cea_ _SG_

I11.3. Energie élastique

i) Equation générale de I'équilibre dans un champ de force

- Contraintes :
n = _
B . In =Y n
dF T 5 L
X3 dF =T, ,n,=Y,n
Q das c -
Iyn, =Y;n
X2
X1 _

0 Champ de force :

Xdr = pgdr| O X, dr

-1 Xdr=|X,dr

X_,,dZ'

A T'équilibre la somme des forces est nulle donc:
dF _
ﬁ —dJ+HI Xdz =0
surf s Vol

soit sur Oxi

ﬁsurfﬁ 'ﬁdG+IIIvO| X, dz=0
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En appliquant le théoreme de Green-Riemann on obtient :

Il div¥ide+[ff X dz=0

soit diVY, + X, =0

oT,;
6T11+8T12+8T13+X1:O Uy, =
oX, OX, 0%, X
aT,,
et: a-|-21+8T22+8T23+X2:0 ; 2l 4 X, =0
OX; OX,  OXg X;
6T31+6T32+6T33+X3:O T, o
OX; OX, OX, X, 8
oT; ,
Soit encore —+ X, =0]aveci e {1, 2, 3}
OX;
ii) Expression de l'énergie élastique
On ne s’intéresse qu’a I'énergie élastique donciln’y a pas de champ de force: X; = 0

Au cours d’une déformation élastique le bipoint |dr) varie de :

dr)—|dr) = | &) = &7 = |,

L’énergie acquise par I"échantillon a I’occasion de cette déformation est donc :

dF , _ _
OE = Surf&?.g(n).da(n):vaoléR.dr

OR =? variation d’énergie par unité de volume.

- dF, dF,
OF = ﬁsurf(wl AU

dF
+du, — |.do(n
ds ’ dsj o(n)
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E=ff (7,.f o+, fd,+Y, i dy).do(f)

or ff (i, )Ado() =[] div(Y,).d7 (Green Riemann)

donc sur 'axe Oxion a:

E, Iﬂ[ (A Ty,) | o Ty,) a(alem)}dT

OX, OX,

T
O, - m- , oTy, N oT,, N OT.4 T+m T, oo, T, odu, T, oA, .
vol OX;,  OX,  OXg vol OX, OX, OX,
- J
hd
0

or ou1 est une différentielle « cinétique » car elle est le résultat d'une contrainte, et

a . 14 . . . 14 14 . 4
P est une différentielle statique. Ces deux entités étant de nature différente elles
Xl

peuvent commuter, donc :

E,=ff (u, Po(i)= mm.{n( j ”@j W[gxsﬂdr

SR =T, M |+7,60 M2 |41, 6] Do |+
0X, oX, OXq

finalement : 5 5 5 5 5 5
T o Qs Qs ) g sfou U)o fou,  ou
oX, OX OXy 0%, OXq ax2
} 1
soit : R=T,8,=C,,S,58,|et R= ZCQﬂSﬂSa

R représente la quantité d’énergie élastique stockée par unité de volume dans le

matériau, lorsque celui-ci est soumis au champ de contraintes défini par le tenseur T.
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iii) Symétrie de Cop

Soit F lénergie libre par unité de volume du systeme étudié. Notons 6 sa

température et 6 son entropie. On a alors :

dF = dU — 6do — od@
= + 6R — bdo — odb

et, pour une transformation réversible (ce qui est le cas pour les déformations

élastiques) on a :

o = Odo
Donc:
dFF = 6R — od@
soit : dF =T,dS, —od6d
doi T.-|E|  —cs,
880‘ f=conste
aT”.
or CijkI: 2S
I S =
— aT[X
soit af™
35, ), _
2 2
donc: oF oF

C = = = C
af Pa
85,05, 5,05,

(Cauchy)

finalement le tableau 6x6 des C,pest réduit de 36 a 21 composantes indépendantes.

La prise en compte des symétries cristallines abaissera encore le nombre de ces

composantes indépendantes (jusqu’a 3 dans le cas de la symétrie cubique, et 2 dans le

cas des milieux isotropes). On utilisera la méthode d’inspection directe pour effectuer cette

réduction (Fumi 1952).
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En prenant en compte les différents types de symétries que I'on rencontre dans la
nature, le tableau des constantes élastiques se réduit de la facon représentée dans le

tableau ci-dessous.

TRICLINIQUE MCONOCLINKQUE ORTHORHOMBIQUE
O R R e O
o0 e 0 00 s s 0 .. e 0o 0
e e 0 0 0o e e e - - @ o 00 -
e o 00 00 B ) ¢ o 2 i
e 0 8 0 0% e e @ e . “« s v s @
oo o o s o2 oo o - - o3 s e aigld
Oxyll Agou LM :
Oxy, Oxy O I
Axes quelconques Ox, cue 1,000,003 A2, Ky, A5
TRIGONAL TETRAGONAL T2m

32-3m-3m 4-4_4/m 422, 4mm ,4/mmm

el o el N < S .

-—e 0 - . .

i S Iﬁﬁgl

0 + =+ + @ 7 > o o o u'@ 6
O iAy OxyliA, Oxy 1A, OxyliA,
Oxy quelcongue Oxy 1Az oulM Ox, quelcongue Ox Ay oulM
HEXAGONAL CuBlQUE ISOTROPE

XU || N
NGB | B

Oyl Ag, Oy queiconque Ox, X Ay Axes quelconques

F1G. 4. 6. — Tableau des matrices des rigidités c,,.
e o composante non nulle composante nulle
o—e composantes égales e—0 composantes opposées
x composante égale & (cy, — ¢;3)/2
La symétric par rapport 4 la diagonale principale n'est pas mentionnée. Le nombre de
constantes indépendantes cst indiqué en bas & droite de chaque matrice.
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IV. PROPRIETES DES MILIEUX ANISOTROPES : LE CAS DE LA SYMETRIE
CUBIQUE

IV.1. Réduction du nombre d'éléments indépendants du tableau des

constantes élastiques (voir travaux dirigés)

La symétrie cubique est caractérisée par l'existence d'un axe d'ordre 4 et d'un
axe d’ordre 3 ayant entre eux un angle « défini par : = Arccos J3/3. Choisissons

d'exprimer le tableau des C,z dans Oxix2xs, Ox1 // [100].

i) effet d'un unique axe A4 // Oxs:

C11 C12 C13 0 0 C16
C12 Cll C13 0 0 - C16
C13 C13 C33 0 0 0
[Caﬂ] =
0 o Cc, 0 0

ii) effet d'un axe supplémentaire As // [111] :

Cll C12 C12 O
ClZ Cll C12 O

[Caﬁ] = 0 0 0 C44

o O O o o

0 0 0 0 0 C,f
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IV.2. Tenseurs des contraintes et des déformations

Une des fagons de déterminer les propriétés élastiques d"un solide dans une direction
In> donnée est d'effectuer un test de traction sur une éprouvette longiligne d’axe

parallele a n>.
F
/]\?W L'allongement relatif — est mesuré dans l'expérience

1 ci-contre.
La traduction analytique d'une telle expérience

nécessite 1'expression des tenseurs /S/ des déformations

et /T] des contraintes, correspondants, dans le repere
Oxixzxs ou le tableau des constantes élastiques [Cop/
£|n> prend sa forme la plus simple. On relie allongement

F

relatif — et contrainte ; par la relation (loi de Hooke)

K_ES (1)

ou E est le module d"Young caractérisant le solide dans la direction jz>.

a) Expression du tenseur des contraintes

"y - . F_F
De fagon générale, on écrit que la force par unité de surface —=— 1> a pour
S S
coordonnées :
daF,
7 = Lt (2)

on pourra donc représenter la contrainte par :

fnp=[rIn )

en multipliant & droite par (n|n)=1

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills



http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills

[T1n) == |n)(n|n)

S

on fait apparaitre le produit tensoriel 1> <n/qui est un tenseur de rang 2, et on voit

que le tenseur des contraintes peut s'écrire :

=
[T1=~In)(n| @
nl nf n1n2 nlns
avec: fi><n/=|n, |(n,ny,ng) =N,n, n2  nyn,
n3 n3n1 n3n2 n32
2
ng, NN, NN,
[T]= Flon, n2 nn
on adonc: S 2’1 2 223 (5)
NN, NN, Ny

b) Expression du tenseur des déformations dans le repére des axes cristallographiques

En appliquant a la symétrie cubique I'équation :

T, =CsS; (6)

on obtient :

T1=C1151+C1252+C12 53
= C11 S1+ C12(52+S53) = (C11-C12)S1+ @ C12 = %nf

Ou 0 est la dilatation relative égale a la trace du tenseur des déformations

De méme nous avons :
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T>=(C11-C12)S2+ C12 0=

T3 = (C11-C12)S3 + C12 0= —n’
S
Ti=Cu S = Si=Jo el =2S,,
C44 S C44
Ts=CuSs = Ss= s —F M =2S,,
C44 S C44
To=CuSs = Se=Jo MM =25,
C44 S C44
il vient alors :
Ti+T+T3=(C11+2C12) 0= E = 0= ;E
S C,+2C, s
et _ (Cll + 2C:12 )n12 _C12 E
' (C11 + 2C12 )(Cll _Clz ) S
finalement :
2 —
(Cyy +2C, )0y =Gy n,n,/2C,, n,n,/2C,,
(Cll + 2C12 )(Cn - ClZ ) ,
[S] _ E n,n, / 2044 (C11 + 2C12 )nz — C12 n,n, / 2C44
S (C11+ 2C12 )(Cll _Clz) ,
n,n, / 2C,, n,n, / 2C,, (Cyy +2C, ) = Cy
(Cll + 2C12 )( C11 - C12 )
IV.3. Module d’Young dans la direction n>
on a par définition :
F £ Al

avec

Al
== <nsp>

2 2 2
- S11nl + S22r]2 + S33n3 + 2( S23nZn3 + S13nlniﬂ + SlannZ )
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=E{ €y, +2C,, (n} +n; +n;)-
S (C11 + 2(:12 )(Cll _Clz)

n,+n;+n +—(n n: +nns +nn )
(Cr2C)(CooC )M T+ ) —(nin +ning + ning

(nZ+n>+n2) =1=n+n;+n; +2(n’nZ +n’nZ +n2n’)

donc:%zE Ciy +Cy H(nnZ +nZn?+n’n}) 1 2
C. C

14 S (C11+2C12 )(Cll_cl?_) 11_C12

-1
En =[ CtCy + (n?nZ +n2n? +n’n? )[ 12 H (8)
(Cll + 2C12 )( C11 - C12 ) C44 Cll - C12

1 sera représenté par la quadrique <n/S>= A7 a — pres.
S

n

X 5
2
X Xt
1
Cus> C11 ;C12 Cus < C11 ;C12

Sur cette figure sont représentées les rosettes de déformation du matériau dans les

Cun—-C Cy1-C
deux casCyy > 1L _Z12 ot C44<%

s 4 4 . . 1
Sur cette figure on a représenté les variations de E dans le plan Oxix2

Le cercle en pointillés sur la figure a pour rayon R tel que :
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R = C11 + C12
(Cll + 2C12 )( C11 o C12 )

Isotropie : d'apres l'expression (8) on voit que E est « isotrope » si et seulement si :

C,-C
Co = 112 12 9)

Cette derniere relation est appelée « relation de Cauchy ». Dans les milieux isotropes il
n'y a donc plus que deux constantes élastiques indépendantes. Pour caractériser les
propriétés élastiques d’un matériau ont choisira des couples de constantes tels que :
(C11, Cu) ou (E, op) ou (4, ). Le coefficient de Poisson oy sera défini plus loin. Il existe
bien stir des relations entre ces coefficients. Par exemple, pour un matériau
isotrope le module d"Young E s’exprime en fonction des constantes élastiques Cu et
Cz:

1 C,.+C,

E (C,+2C,)(C,-Cy,) (10)

On définit alors les coefficients de Lamé A et p par

u=Cu
A=Czr

= Cu=2u+A
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V. PROPRIETES DES MILIEUX ISOTROPES

Ce sont les gaz, les liquides, solides amorphes, poly- cristallins. Le tableau des

constantes élastiques s'exprime de la fagon suivante:

C11 C12 C12 O 0
C, C, C, 0 0 0 2u+A A A 00
C, C, C, 0 0 0 A 2utd 4 00
0o o0 o SuC. o || 2 A 2u+i 0 0
2 c e 0 0 0 u 0
0 0 0 0 112 20 0 0 0 u
0 0 0 0 e ° 00

2

Dans ce cas 1'équation (6) devient :
T1=(A+2)S1+ A(52+83) = 10+ 2u S1
To= (A+24)51+ A(524S3) = 10+ 2u S>
Ts=(A+2)S1+ A(S2+53) = 10+ 2u Ss
Ts4= p Ss
Ts=puSs

Te=pSe

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills
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a) Module d"Young (par exemple dans la direction [0,0,1])

00 O a, =[100]
[T]=jo o 0 032 == &, =[0.10]
00 ° a,=[001]
4 0 0
2u(34A+2u)
s1-5 o -
S 2u(34+2u)
0 A+ u
i p(3A+2u) |
Al F A+u
— =(a,|8[a,) =
1 S u(31+2u)
e H(3A+2u)
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b) Coefficient de Poisson : oy

Il caractérise les déformations dans une direction perpendiculaire a celle

d’application de la contrainte.

g, 4d
Y (F/s)m) o __d__ < aZ‘S\a2 > < al‘S\al >
« " Al <aySla, > <aS[a, >
3
¢ T—)X1
@)
V(F/s)in)
B A
T A ur ) (12)
¢) Module de cisaillement
T4

d) Compressibilité

Ou 0 est la dilatation relative.
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Soit une compression hydrostatique: Ty = T, = T —dpetT, =Ts =T = 0

-dP 0 0
T]l={ 0 -dP 0
0 0 -dP

—dp = 10 + 2uS,
—dp = A0 + 2.8,

—dp = A6 + 245,
ot “3dp = 34+ 24)0
3
et A 3+ 2u (14)
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PROPRIETES MECANIQUES DE LA
MATIERE
B. ELASTICITE DYNAMIQUE

Il existe une grande variété d’ondes élastiques pouvant se propager dans les solides

(Rayleigh, Bleustein-Gulayev, Lamb, Love, Stoneley), par contre il n’existe que 2

types d’ondes fondamentales se propageant dans le volume :

- Les ondes longitudinales, ou ondes de compression: le déplacement des

particules est parallele a la direction de propagation, de sorte que le volume

occupé par un nombre donné d’atomes varie.

- Les ondes transversales, ou ondes de cisaillement: le déplacement des

particules est perpendiculaire a la direction de propagation, de sorte que le

volume occupé par un nombre donné d’atomes ne varie pas.

On supposera ici que les ondes se propagent dans un milieu illimité, anisotrope

(cristallin), mais homogene.

A Bl C
i Polarisation Al Polarisation
——,. Jjalii clAl
Propagation Y B~ o Propagation
I | a B A b

- Lo —

FiG 5. 1. — Ondes élastiques dans un milieu isotrope illimité.
a) Onde longitudinale : polarisation et vecteur d’onde sont paralléles. Les particules A, B, C
oscillent suivant une méme droite. L'onde apparait, & un instant donné, comme une

succession de compressions et de dilatations.

b) Onde transversale : polarisation et vecteur d’onde sont perpendiculaires. Les particules A, B, C
oscillent de part et d’autre de la droite sur laquelle elles sont situées en I'absence d’onde.
Les plans perpendiculaires au vecteur d’onde glissent les uns par rapport aux autres en

conservant leurs distances.
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Ondes acoustiques longitudinales (a) et transversale (b). Les grandes
fleches indiquent la direction de propagation du vecteur d’onde, les
petites celles des déplacements de la matiére (représentés pour une

seule des deux polarisations transverses)

I. PRELIMINAIRE MATHEMATIQUE: résolution du probléme aux valeurs

propres et aux vecteurs propres

On pourra télécharger un cours de mathématique sur ce sujet a lI'adresse suivante :

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/people/textes/vlpvtp.pdf

On pourra aussi suivre le cours de mathématique en ligne donné par Jacques Vélu a l’adresse

suivante :

http://www.canal-u.tv/video/les amphis de france 5/determinants diagonalisation des matrices.3046

Ce qui suit concerne les propriétés physiques qui sont représentées par un
tenseur de rang 2 dans un espace a 3 dimensions, mais est tout aussi valable pour un
espace a n dimensions.

Considérons une propriété physique A représentable dans un espace a trois

dimensions par un tenseur de rang 2 noté A= [Aij] (i et j =1,2,3) dans un repere

quelconque ﬂei>} i=1,2,3

Ar Ay A
[Aﬁj]: Ay Ay Ay
_A31 A32 ABB_{ei>}

>
I
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Si le tenseur est symétrique alors on montre qu’il existe un repere de vecteurs de base

uniqueﬂei'>} i = 1, 2, 3 dans lequel la propriété A est représentée par un tenseur
A= [A' i ] diagonal, et que les éléments du tenseur sont des nombres réels.
A, 0 O
j ] =l 0 Ap O
0 0 A,

>>||
I
)

Les vecteurs ﬂe;)} sont appelés vecteurs propres du tenseur et sont orthogonaux

entre eux.

Les éléments diagonaux du tenseurs sont appelés valeurs propres du tenseur

Il apparait clairement de ce qui précede que les valeurs propres 4i d"un tenseur T, et

leurs vecteurs propres associés |¥#), satisfont 'équation suivante, dite équation aux

valeurs propres et aux vecteurs propres :
T|¥)=A|%)

1) Recherche des valeurs propres d’un tenseur

Il suffit d’écrire que les valeurs propres et les vecteurs propres satisfont I’équation

T|w) =A%)

11 12 T13

_|
_|

_|

12 22 T23

mll
I
=1
I
_|

Avec

_|
_|

|tz 23 T33_ﬂei>}
Il vient alors :

T|#)-AP)=[T -I]|#)=0

http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills



http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills

00
1 0| représente le tenseur unité (ou identité)
01

Cette équation s’écrit explicitement :
(T1y = Dx1 + Tipxy + Tizxz = 0
Tioxy + (Toy — ADxg + Tozxz = 0

Ti3x%1 + Ta3x; + (T35 — A)x3 = 0

Ce systéme de 3 équations a 3 inconnues, les coordonnées (x4, x,, x3) de ‘ 5U> , est dit

homogene, et n’a de solution que si son déterminant est nul, soit :

T11 -4 T12 T13
A=| T, T,,—4 T,, |=0
T13 T23 T33 -4

Autrement dit :

(Ty1 — D[(Tag — D) (T35 — A) — Taz’] — Tiz[T12(Tsz — A) — Tig Tas]
+ Ti3[T12 Tos — (T —A)Ty3] = 0

Cette équation du 3*™ degré en A a 3 solutions, qui sont les 3 valeurs propres de T

2) Recherche des vecteurs propres d’un tenseur

Les vecteurs propres s'obtiennent en résolvant I'équation

T ‘ SU> - ﬂ,‘ SU> pour chaque valeur de 4, c’est-a-dire le systéeme de 3

équations ci-dessus pour chacune des valeurs A1, 42 et As de A déterminées

a I'étape ci-dessus.
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Le tenseur | étant ici exprimé dans le repere de coordonnées ﬂei>}, on

trouvera l'expression des coordonnées des vecteurs propres exprimées
dans ce repere de coordonnées. Le vecteur associé a la valeur propre Ai sera

donc solution de :

(Ti1 — Ai)x1 + Tipx, + Tizxzs = 0
Typx1 + (Toz — Ai)xz + Tazxz = 0

Ti3x1 + To3x, + (T3 — A4))x3 = 0

3) Quelques propriétés des solutions du probléme aux valeurs et aux

valeurs

Les quelques propriétés ci-dessous seront tres utile pour controler la justesse des

solutions trouvées.

—

i) Si V' est vecteur propre de la matrice T avecla valeur propre 4, alors

il en est de méme pour tout vecteur @V, avec a réel quelconque.

iil) Les vecteurs propres associés a des valeurs propres différentes sont

perpendiculaires entre eux.

- - =
iii) Si V' et V' sont vecteurs propres de T associés a la méme valeur propre 4,

—

_’l
alors toute combinaison linéaire de V' et V' est vecteur propre associée a la

méme valeur propre.

Démonstration :

||
I

Ona:%#:ﬂ«\?’et '=A
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Onadlors: T(@V +bV')=TaV +ThV*

Soit: T (@V +bV')= 28V + A0V = 2(aV +bV')

Donc (aV + bV') est bien valeur propre de T , et ceci est vrai quel que soit

a et b réels (ou complexe).

II. EQUATION DE PROPAGATION

Nous supposerons maintenant, contrairement au cas de I'élasticité statique, que le
milieu est traversé par un ébranlement, qui le met localement en mouvement. Le
déplacement u; de chaque point, qui ne dépendait que des coordonnées initiales x;,
dépend maintenant également du temps : u; = u;(x, t)

L’équation fondamentale de la dynamique en l’absence de champ de force (en

particulier en négligeant la pesanteur), compte tenu du fait que la densité de force

par unité de volume est f, = Ty gacrit :

Tij = Cijkl Skl loi de Hooke

Avec Sk|=1 %+% ona:
2( 00X, OX,

1 ou 1 ou
Ti ==Ciu <+ —Cix |
2 oX, 2 OX,

la sommation sur les indices muets k et [ permet d’écrire :
P

ou
Tij = Cijkl 8_)(:( =C

ou,
ijkl %

I’équation devient donc :
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pazui _c 0%y,
otr M ox,ox,

Ce systeme de trois équations (i a 3 valeurs possibles: 1, 2 et 3) différentielles du
second ordre généralise a trois dimensions et dans un milieu anisotrope, 1'équation
de propagation établie dans le cas d"un fluide :
o’u 10
Pz~ 5 oc
ou y est la compressibilité du milieu.
Par analogie avec la solution générale de cette derniere équation dont la solution

s’écrit :

Ou V est la vitesse de propagation des ondes. Nous cherchons une solution sous la
forme d’une onde plane progressive, se propageant dans la direction fi(n;,n,,n;)

perpendiculairement au plan d’équation fi-F = conste (plan d’onde). On a donc:

2
ou, o hy

= u ——F"
OX ;O \Y

en reportant cette solution dans I"équation du mouvement il vient :

n:.n
0,, _ i’k 0
JoR Y _Cijkl NE U,
20 0
soit : pV u =17, "u

avec Iy = Cijning
équation de Christoffel
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Cette équation s’écrit explicitement :

B Iy I, I Uy Uy
= 0 0 2| o

U= |1y Iy Iy(e Uy |=pV7| U,
0 0

Iy Iy 1 Us Us

On reconnait ici que la résolution de cette équation est la résolution du probleme aux
valeurs propres et aux vecteurs propres.

I= [7;] est un tenseur de rang 2 et I’équation de Christoffel, qui est I'équation de
propagation des ondes de déformation dans le milieu considéré, a pour vecteurs

propres les vecteurs polarisations des ondes el = (Oaul COuy U3) et pour valeurs

propres le carré des vitesses de propagation correspondantes multipliées par la

masse volumique du milieu :

a}/:paVZ

Dans un espace a 3 dimensions, comme c’est le cas dans le présent probleme, le
tenseur /7 a 3 vecteurs propres et 3 valeurs propres. Nous les repérons ici en leur

affectant un exposant o en haut a gauche. Cet exposant est un numéro arbitraire

d’ordre, allant par exemple de 1 a 3.

Ainsi les vitesses et les polarisations des ondes qui se propagent suivant une
direction 1 dans un milieu caractérisé par les rigidités élastiques C;j; s’obtiennent
en cherchant les valeurs et vecteurs propres du tenseur dont les éléments sont les
Iy = Cijmjng. I y a en général, pour une direction donnée, trois vitesses de

propagation qui sont les racines de 'équation séculaire suivante :

I —pV? 4| =0

ou gy est le symbole de Kronecker (6; = 1sii=1; di=0sii=).
A chaque vitesse correspond un vecteur propre définissant la direction du déplacement de

la matiere (la polarisation de I’onde).
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Les éléments de la matrice de Christoffel s’expriment comme indiqué dans le tableau
ci-dessous, en fonction des constantes élastiques et des coordonnées du vecteur

unitaire fi caractérisant la direction et le sens de déplacement des ondes élastiques :

Remarque : il peut arriver que la recherche des valeurs propres de la matrice /7
passe par la résolution d’une équation du 3™ degré. Une telle équation peut étre
compliquée a résoudre. On simplifie cette résolution en soumettant la matrice a des

modifications telles que celles décrites ci-dessous.

Techniques de simplification du calcul d'un déterminant

Le calcul du déterminant d’une matrice carrée de dimension n nécessite le calcul
d’autant de produits que de permutations a n éléments c’est-a-dire n! produits a
effectuer, soit 2 pour une matrice de dimension 2, 6 pour une matrice de
dimension 3 et 24 pour une matrice de dimension 4. De plus, il s'agit de trouver
la signature de chacune des permutations. Le développement suivant une ligne ou
une colonne permet d’organiser plus clairement les calculs mais ne diminue en

rien le nombre de produits a effectuer.

On remarque cependant que la présence d'un zéro dans une des cases de la
matrice permet de faire disparaitre (n-1)! calculs. L'idée est donc de trouver des
techniques remplacant le calcul du déterminant d'une matrice par celui d'une
matrice contenant de nombreux zéros, dite matrice a trous. On dispose pour cela

d'un certain nombre de propriétés opératoires et de quelques techniques
Propriétés opératoires élémentaires

Le déterminant est une forme n-linéaire alternée de vecteurs colonnes ou de

vecteurs lignes. Cette propriété a les conséquences suivantes :

o sion permute deux lignes ou deux colonnes, le déterminant change de signe ;

e sideux lignes ou deux colonnes sont identiques, le déterminant est nul ;

o si on multiplie tous les termes d'une méme ligne ou d une méme colonne par
un réel k, le déterminant est multiplié par k ;

o on peut ajouter a une colonne (ou une ligne) un multiple d'une autre colonne
(ou d'une autre ligne) sans changer la valeur du déterminant ;

o en conséquence, si une ligne ou une colonne est nulle, le déterminant est nul.

Enfin le déterminant se comporte bien avec le produit des matrices :

e det (A x B)=det(A).det(B).
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la définition du tenseur [E]] : I = Cijnjny se développe comme suit par exemple
sur I'élément 77, :
111 = Ci111M4Ng + Cip1MoN5 + Ci331N3N3 + Cia31MpN3 + Ci321M3N5 + Ciq31n4 N5
+ Cy31113M7 + C121M4Ny + Cip11MMy
Soit en notation contractée :
17 = Ciynyng + CegNany + Cssngng + Co31nyng + Csenzng + Cisnyng + Csingng
+ Cignin, + Cgnonyg
Et finalement :
I = Cynqy? + Cegny? + Cssnz? + 2Csnan, + 2C,snyng + 2C1gnyn,

et représente de fagon tres astucieuse par le produit ci-dessous d’un tableau 6x6 et

d’un pseudo-vecteur a 6 composantes :

[Za]  [Zi]

(][] [Cu Ce Cos 2Cs, 2Cys 2Cys | n12
I, 15, Ces Co Cu 2C,, 2C,q 2C, n22
1, _ I3, _ Ces Ch Cyg 2C;, 2C;; 2C,s . n32
I, 15 Cos Co Gy Cp+Cy Gy +Cps Cps+Cy n,n,
I I Cis Cu Css Cy+Cps Ciy+Cyy Cpy+GCyg nn,

Is] | 11] [Cie Cp Cps Cu+Cpe Cpy+Cy Cpp+Cg n.n,

Le tableau 6x6 ci-dessus donne les valeurs de /;; en fonction des constantes

élastiques C,p en notation contractée et des coordonnées n; du vecteur

=4

”q” ou Y estle vecteur d'onde.

Nous baptiserons du nom de « tableau de Christoffel » le tableau ci-dessus
utilisé et dont nous rappelons ici le contenu :
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Cll C66 C55 2C:56 2C15 2C16
C66 C22 C:44 2C24 2C46 2C26
C55 C:44 C33 2C34 2C35 2C45
C:56 C24 C34 C23 + C44 C36 + C45 C25 + C46
C15 C46 C35 C36 + C45 C13 + C55 C14 + C56
_C16 C26 C45 C25 + C46 Cl4 + C56 C12 + c:66

III. PROPRIETES DES ONDES ELASTIQUES PLANES

Le tenseur /;jest symétrique :

Iy = Cijiynjng = Cyyij njny pour des raisons thermodynamiques
= Cyji njny en raison de la symétrie des tenseurs Ty, et S;;
=1y

Les valeurs propres du tenseur /" sont donc réelles, et ses vecteurs propres

orthogonaux entre eux.

De plus les valeurs propres y= pV 2 sont positives donc dans le cas général il existe 3
ondes planes se propageant dans une méme direction avec des vitesses différentes

et des polarisations orthogonales entre elles.

Le vecteur déplacement de la matiere U (la polarisation de I'onde) n’est pas, dans le

cas le plus général, colinéaire ni perpendiculaire a la direction de propagation fi.

L’onde dont la polarisation est la plus proche de i est dite « quasi longitudinale » (ou
« pseudo longitudinale »), les autres sont dites « quasi transversales » (ou « pseudo
transversales »). Ces dernieres progressent habituellement toujours plus lentement
que l'onde quasi longitudinale. Ce n’est que suivant des directions de propagation

particulieres que les ondes sont purement longitudinales ou transversales.
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—

U, : onde quasi transversale

U; : onde quasi
longitudinale

U3 onde quasi transversale

IV. EXEMPLES DE PROPAGATION

Déterminons les caractéristiques (vitesses et polarisations) des ondes élastiques qui
se propagent dans la direction i (0, 0, 1), parallele a Oxs.
Il faut en premier lieu exprimer le tenseur [/7;]

Par définition on a :
I = Ciipyny® + Cipyny® + Cizzynz® + (Cigy + Cipy)ny np +
(Cizz1 + Cizg)ning + (Cizzp + Cizp)nan,

pour une propagation selon le vecteur 7n(n; = 0,n, =0,n3 = 1), le tenseur [/}]

s’écrira donc :

Css C45 Css
[F](O,O,l) = C45 C44 C34
C35 C34 C33
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1) Supposons que le milieu dans lequel se propage 1'onde ait un axe de symétrie
binaire (type Az) selon Ox3 (c’est le cas d'un milieu monoclinique). Dans ce cas en

consultant le tableau ci-dessous, on voit que C34, = C35 = 0

Co; Cps O
Do : [F](O,O,l)//Az =1C, C,, O
0 0 Cy

IIs se propagent donc dans ce milieu :
¢ Une onde longitudinale a la vitesse V, =,/C,;/p

e Deux ondes transversales se propageant respectivement avec les vitesses

suivantes :

Cuy+Css + \/( Cus—Css )2 +4(Cys )2

th = 2p et
V. = Cu+Css _\/(C44 —Cys )2 +4(Cy )2
2 =
2p

2) Si le milieu a un deuxieme axe binaire placé selon la direction Ox; (c’est le cas d'un

milieu a symétrie orthorhombique). Alors Cy5 est nul et le tenseur /" devient :

C55 0 0
[F](o,o,l)et(l,o,O)//A2 =1 0 C44 0
0 0 C33

Dans ce cas ils se propagent donc dans ce milieu :
e Une onde longitudinale a la vitesse V, = ,/C,,/p

e Deux ondes transversales se propageant respectivement avec les vitesses

suivantes :

V, = % de polarisation parallele a Ox, et
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C
Vi, = =5

P

de polarisation parallele a Ox;

Dans le cas ou I'un des deux axes de symétrie ci-dessus a un ordre supérieur a 2 (As,

A4 ou As), alors Cy, = Cs5 et les deux ondes transversales ont méme vitesse. Leur

polarisation est alors quelconque dans le plan Ox;x, Les ondes transversales sont

dites « dégénérées » et, par analogie avec I'optique, I’axe Ox3 est dit « axe acoustique ».

Ordres de grandeur : exemple de Al structure cubique :

Cu =107 GPa Cu =28 GPa p=2,710°kg.m?
no0o1)=Vv, = \/g =6295ms et V; = \/g =3220ms™
P P
matériaux Systéme P Cn Css Cu
cristallographique (g.cm?) (GPa) (GPa) (GPa)
Diamant Cubique - Oh 3,53 1060 1060 570
Graphite Hexagonal — D6h 2,28 1060 36 4
Quartz Trigonal — D3d 2,65 90 107 60
¢-SiO:
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VIBRATIONS ATOMIQUES,
PHONONS

Bibliographie :
e Physique de l’état Solide, C. KITTEL, Dunod
o DPhysique des solides, N.W. ASHCRIFT et N.D. MERMIN, EDP Sciences

Dans les molécules il y a trois types d’énergies :

e Les énergies de rotation } Infrarouge lointain énergie
e Les énergies de vibration Infrarouge
e Les énergies électroniques ~ U.V.,,visible croissante

Les approximations de la physique du solide sont les suivantes :
e L’approximation adiabatique faite par Born et Oppenheimer : elle considere
le mouvement des noyaux atomiques comme indépendant de celui des

électrons, ce qui entraine la séparation des hamiltoniens concernés.

e L’approximation harmonique : les noyaux exercent les uns sur les autres des

forces proportionnelles a leurs déplacements
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I. ETUDES DES VIBRATIONS D’UN SYSTEME DE POINTS MATERIELS

L’espace des configurations : soit un systeme de n masses.

G est le centre de gravité du systeme au repos

a trois dimensions le systeme est

X3 X6 décrit par 3n coordonnées
1 N X2 I ) X5
X1 X4 5
X2
X3
i—» §I—> - [=1X)

a tout instant ‘ X>=‘°X>+‘ u> ou

-

u3n
‘ °X> : coordonnées au repos, représentent un vecteur défini dans le repere du centre

de masse du systeme des n masses

‘ u> : variations de ‘ 0 X> , représente un vecteur défini dans le repere des masses.

L’espace des configurations est un espace vectoriel de dimension 3n dont les

éléments sont les vecteurs ‘ x>

Avec ces notations les énergies cinétique T et potentielle V' s’écrivent :

1 3n
T==>mu’
23
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et V =V(X11----!X3n)

car cette énergie ne dépend que de la distance entre les atomes. On ne connait pas a

priori sa forme, donc on I’écrit comme un développement limité autour de la position

d’équilibre :

(v RELN LY
V(X] s =V(°X — = U+
M i o IR Pl I TR

A Véquilibre, I'énergie potentielle est minimum, donc le gradient est nul :

(ﬂj =0 Vi
OX; _—

Par ailleurs on choisit le «zéro» de l’énergie pour que Vq0x>) soit nul. En

conséquence on a :

1 oV
V(xl,....,xe,n):zi;1 XK uu; + ..

Xi »Xj=Xj0.Xjo

Dans I'approximation harmonique on ne prend en compte que les termes d’ordre 2

de ce développement, en négligeant les termes d’ordre supérieurs.

On écrira donc simplement :

13 8V
V(Xl,....,X3n):—Z — uu;
2~ ox.ox.
' % X =50 X0
: oV -
Posons maintenant V;; = ~ox. [Vii] est un tenseur symétrique de rang 2
X.
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Effectuons le changement de variable suivant : g, =,/m, u; il vient alors:

0y

i=1

T=¥e=l(ds) ou |4 | e

Osn

1 \ Vi

Ij 1\/7(1 qj §|AI§> ou Aij :m—'urn

A appelée matrice dynamique du systeme.
On fait alors un nouveau changement de repere afin de se placer dans le repere

propre de la matrice A.

Q
Dans le nouveau repere on écrit : ‘ §> =
Qs
Avec [M], matrice de changement de base on peut écrire :
q = M;;Q;

Dans son repere propre la matrice A est diagonale :

.0 0 0 0

0 4, 0 ..0 0

00 ...0 0
AQ:

0 0 0 .0

0 0 0 ..0 A,

0 00..0 0 4,

Onaalors: T :%<§‘§> :%iqz
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§|N§ ZlQ

les Qi sont ici des modes découplés

remarque : Vi, Ai = 0 car si on écarte le systeme sa position d’équilibre il tend
toujours a y revenir = Ai=

Le Lagrangien d’un systeme de n atomes dans l'espace a 3 dimensions s’écrira donc :

L=T-v =%_32n(Qf - 4Q?)

et '’équation du mouvement d’un tel systéme, appelée équation de Hamilton est :
dfa)_a
dt\oQ ) aQ,

cette équation, compte tenu de 'expression de L, se transforme en :

Q =-4Q]| avec 4i>0

dont les solutions sont :

Q, = A/ ' +Be !

soit :

Q= Akemt + Bke_jwkt

Qr représente une composante d'un mode propre de vibration.

Le mouvement réel des atomes s’écrit comme suit dans le repere des masses :
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Q; :iMika :iMik(Akej\/Tkt +Bke_j lkt)
k= k=
l 3n l 3n ] .
soit G :ZMika :ZMik('Akemkt + Bke_mkt)
k=1 k=1

remarque : en géneéral
e 3 des A sont nulles car elles correspondent aux translations globales du

systeme

e 3 des /i correspondent aux rotations globales du systeme

Cas particuliers :

n =1 : le systeme ne contient qu'un seul atome, il y a 3 degrés de liberté, les
mouvements sont des translations
n=2:1iy a 6 degrés de liberté, dont 3 de translations globales, 2 de rotations

globales et 1 de vibration, comme indiqué sur la figure ci-dessous.

I

X34
¢3$ X
@ fo::>

.

la rotation autour de Ox: n’a aucune signification physique car il n'y a pas de

moment cinétique sur cet axe.
Ainsi voici quelques exemples de fréquences de modes propres de vibration pour des

molécules diatomiques :

HF 3962 cm!
HCl 2886 cm!
HBr 2558 cm!
CO 2144 cm!
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BrCl 440 cm?

Ho 4401 cm!
HD 3813 cm’!
D2 3315 cm’!

n=3:9 degrés de liberté dont 3 de translations globales, 3 de rotations globales et 3

de vibrations
La résolution du probléme aux valeurs propres et vecteurs propres décrivant les
vibrations de la molécule d’eau dans le cadre de I'approximation harmonique donne

les modes de vibrations suivants, dont les valeurs des fréquences sont obtenues par

mesures spectroscopiques

/\ 7\ /\

\/

Vibration de Vibration d’angle de Vibration de
valence symétrique valence valence antisymétrique
v; = 3652 cm™?! v, = 1545 cm™! V3 = 3756 cm™t
Exemple :

Considérons la translation d’

N >selon Ox: pour un systeme a
1

n atomes dans un espace a 3 dimensions.

Txl> est un vecteur a 3n coordonnées, toutes égales entre elles.

Avant translation les coordonnées de configuration du systéme sont ‘ & >

T, >

Les énergies potentielles avant et apres translations sont respectivement :

Apres translation elles sont |&') =| &) +
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v :%<§|A|§> et V':%<§+TX1 A‘§+TX1>

On sait par ailleurs qu’'une translation d’ensemble selon Ox: n’affecte pas I'énergie
potentielle interne du systeme.
Donc V =V’

Or le calcul donne :

AT

AE)+(T,

vi=oleAa) welAe T ) (e,

d’ou : <§W§+TX1>+<§+TX1 A|§>+<TX1 A‘TX1>=0 VT,

V =V’ impose donc A‘Tx1> =0 ce qui signifie que Tx1> est vecteur propre de la

matrice A, avec la valeur propre 0
Les translations d’ensemble correspondent donc bien a des valeurs propres nulles.

Chaque systeme matériel possede des fréquences propres. Exemple : les fréquences

propres d’un pont, voir pont du Tocama, effondré en 1940 :

https://www.youtube.com/watch?v=3mclp90OmCGs

http://www.wat.tv/video/effondrement-pont-tacoma-en-1940-2thv7 2ey61 .html

II. Quantification

1) Rappels de mécanique classique :

a) Chaine infinie a 1 type d’atome : on modélise la chaine par des atomes de
masses m, espacés d'une distance a reliés entre eux par une liaison assimilable a

un micro-ressort de raideur k
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(n-2)a (n-1)a na (n+1)a (n+2)a

- e 2 = -
!> — — —> -
Up.2 Up.| Up Un+1 Up+2

Les vibrations qui se propagent dans la chaine sont les solutions de l'équation

suivante :

d®u,

m
dt?

:k(uml_un)_k(un _unfl)

j(et—gna)

Les solutions se mettent sous la forme u, = Ae ou la pulsation est :

w=2 E sin%
2

La relation de dispersion est la suivante :

w=2 k sin%
m

La pulsation est donc une fonction périodique de g et il suffit de la représenter

sur une seule période, centrée sur g =0, appelée « 1% zone de Brillouin »
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6x10" -
12
(4k/m)
5x10" 4
N 4x10°4
Lz
3
»  3x10"°4
[
i)
8§ 2x10"-
>
a
1x10" 4
04
-/a n/a
T T T T T T T T
-2x10"° -1x10" 0 1x10" 2x10"°

module du vecteur d'onde g (m'l)

Courbe de dispersion de la chaine linéaire a 1 type d’atome de masses m, de périodicité a,

liaison interatomique est assimilable a un ressort de raideur k

b) Chaine infinie a 2 types d’atomes : on modélise la chaine par des atomes de
masses M: et M: espacés d'une distance a reliés entre eux par une liaison

assimilable a un micro-ressort de raideur C

I
: (n-2)a (n-1)a i na (n+l)a i(n+2)a (n+3)a i
B RN
- | e -
IRSUPC N B RUS o BAU a
i Un-1 Vi1 : Un Vi i Un+1 Vhn+1 :
[ | [

Les vibrations qui se propagent dans la chaine sont les solutions du systeme

d’équations suivant :
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du

Ml 2n :C(Vn_un)_c(un_vn—l)
dt
2

MZ%:C(uml_vn )_C(Vn _un)

Les solutions se mettent sous la forme U, = AgI(4-a) o v, =Be Jet=a(nb)2) o 1a

pulsation prend les deux séries de valeurs ci-dessous :

H
= C ‘e 12_4sm (ga)
M * M, M,

branche optique
—— branche acoustique

7x10" 1
12
. CIM*)*
6x10™
/
< 5x10°- (2C/IM))**
T ]
3 4x10"4 112
2 _ (2C/M2)
(@) 13
= 3x107 +
g ]
03_ 2x10"
1x10" -
04
-n/2da —_ Id2a
-1,0x10"°  -5,0x10° 0,0 5,0x10°  1,0x10"

module du vecteur d'onde (m'l)
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Courbes de dispersion de la chaine linéaire a 2 types d’atomes espacés d’une distance a
(remarque : la périodicité du réseau est ici 2a), de masses M et M2 (M1 < M2) et dont la liaison

interatomique est assimilable a un ressort de raideur C

Montrons comment apparait la quantification en retournant au cas simplifié de la
chaine a 1 type d’atome de périodicité a.

On remarquera qu’en centre de zone de Brillouin la valeur de 90 pour les

aq

branches acoustiques, représente la vitesse des ondes sonores dans le matériau.
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Etude détaillée des vibrations dans la matiere : cas des vibrations

d’une chaine linéaire a deux types d’atomes (traitement classique)

I. Vibrations longitudinales

On considere une file illimitée d’atomes équidistants de masses m1 et m2 (m:1 > m2). La
distance au repos entre deux atomes consécutifs est a. Entre deux atomes consécutifs
de la chaine s’exercent des forces de rappel de nature élastique modélisées par des
ressorts identiques de raideur k. On ne considere que les interactions entre atomes
premiers voisins.

Les atomes de masse m, sont repérés par une position d’équilibre notée x, et un
déplacement par rapport a cette position noté u, ou I'indice p est pair. Les atomes de
masse m, sont repérés par une position d’équilibre notée x,, et un déplacement par

rapport a cette position noté u, ou I'indice p est impair.

! ' | |
| I

I I
: Xon-1 Xon : Xons1  Xop+2 | X, 43 onid |
1 M my | m m; : }n\l m, :

N G L) L

| ® | e T\ *—
| - — > A,: > — :
I
| U2n-1 u2n : Uzn+1 u2n+2 : Uon+3 u?n+A :
I I

I I

1) Ecrire les équations du mouvement des deux types d’atomes lorsque la chaine est

soumise a un ébranlement longitudinal.
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d?u
— 2 = k[(Uzn42 — Uznt1) — (Uzns1 — Uzp)]

s e
= k(Uzns2 + Uzn — 2Uznyq)
d?u,,
mj iz = k[(uzn+1 — Uzn) — (Uzn — Uzn—1)]

= k(uznt1 + Uznq1 — 2Upp)

2) Chercher une solution sinusoidale de ces équations sous la forme :

Uy, = A, /@79 ayecx = 2na

Uppyq = Ap eJ@=9%) avecx = (2n+ 1a
lorsque est le vecteur d’onde dans la direction de propagation et x I’abscisse au
repos de I’atome considéré.
Monter qu’il existe pour chaque valeur de q deux valeurs de la pulsation ® dont vous
donnerez les expressions en fonction de q. Tracer les courbes de dispersion w(q)

correspondantes.

on écrira donc précisément :
uZ‘n — Azej(wt—ana)
_ Alej(wt—q(2n+1)a)

Uzn+1 =
uZ‘n—l — Alej(a)t—q(Zn—l)a)
u2n+2 — Azej(wt—q(2n+2)a)

_mlszle—jq(2n+1)a — k(AZe—jq(2n+2)a + Aze—quna _ ZAle—jq(2n+1)a)
_mzszze—quna — k(Ale—jq(2n+1)a + Ale—jq(Zn—l)a _ 2Aze—jq2na)

Soit :

_mlszl == k(Aze_jqa + Azejqa - 2A1)

Mécanique des milieux continus et denses - Elasticité, ondes élastiques
Licence de Physique 3¢m année UE SLA3OMMD
Yann VAILLS - date de derniére mise a jour : 06/03/2019
Ce cours est disponible a I'adresse suivante :
http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills 70/85



http://www.cemhti.cnrs-orleans.fr/?nom=Vaills

_mz(l)zAz - k(Ale_jqa + Alejqa - 2A2)

Finalement il reste :
A (myw? — 2k) + A,2kcosqa = 0
A,(myw? — 2k) + A; 2k cosqa = 0

Ce systeme de deux équations homogenes n’a de solution en A;et A, que si son

déterminant est nul, soit si :

A= (myw? — 2k)(m,w? — 2k) — 4k? cos?’qa = 0

D’ou :
2k 4k?
wt ——w?+ sin? qa =
U mpm,
Avec [l = Mz
mqi+ms,
Cette équation bicarrée a pour solutions :
k k 4p?
wi=—+—[1- a sin? qa
I mym,
Et
k k 4p?
wi=o_Z 1 sin? qa
L mym,

> En centre de 1¢* zone de Brillouin (g = 0) les deux solutions valent :
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= W, Branche optique
Et:
w_=0=uw, Branche acoustique

> Enbord de 1¢ zone de Brillouin (q = %) les deux solutions valent :

_ |2k _
Wy = Z—wo
_ |2k _
w_ = l—a)a

k k 2u?
wi=—4—|1- a q%a’®
I mym;
Soit :
2k 2k
w? = w?2 _Lt_ 2q?
Ho mm,;
Cette fonction est décroissante en q
2k
w? = w2 = il a’q?
m;m;

La fonction w_ est donc linéairement croissante en q
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— branche optique
—— branche acoustique

7x10" 1
] /
6x10" 1 k/p)l”?

13 1/2
< 5x10°- (2k/m,)
5 i
S 4x10"- 112
2 _ (2k/ml)
@) 13
= 3x107 A
®
l) o
& 2x10°A

1x10" 4

0 -

-1/28 . _ n/2a
-1,0x10"°  -5,0x10° 0,0 5,0x10°  1,0x10"

module du vecteur d'onde q (m'l)

3) Monter que sur la branche la plus basse (branche acoustique) ® est assimilable a
une fonction linéaire de q pour les faibles valeurs du vecteur d’onde. En déduire
la vitesse de propagation du son dans la chaine.

Nous avons vu ci-dessus que pour la branche acoustique, branche la plus basse, le

développement de w? aux petites valeurs du vecteur d’onde, était :

2k
w? = wl = H a?q?
m;m;
Soit pour w_ :
2kp \M?
W_ = wg = a
“ (mlmz) 1

Cette fonction est bien linéairement croissante en q

La vitesse des ondes acoustiques est donc :

V_a)a_(Zk,u)l/z _ 2k
“ q a mym, a my +m,
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4) Calculer le rapport des amplitudes Ai/Az pour les deux branches en centre et au

bord de la 1%¢ zone de Brillouin. Quelles conditions peut-on tirer pour le

déplacement des atomes de chaque sous-réseau ?
Par ailleurs, d’apres le systeme d’équation écrit au 2) il vient :
Ay 2k cosqa mow? — 2k

4, mw?-2k  2kcosqa
Donc:

Aq mow?-2k

2k
> Pour la branche optique: W > L T =
\’ 2

A
D’ou A—l < 0 v g € 1% zone de Brillouin
2

Ay 2k cosqa

Donc deux atomes voisins se déplacent en sens opposés. O

vibrent en opposition de phase.

n dira qu’ils

) 2k Aq 2k cosqa
» Pour la branche acoustique : W < O T ok
1

LAl ‘ o
D’ou o > (0 v q €1 zone de Brillouin
2

AZ m1w2—2k

Donc deux atomes voisins se déplacent dans le méme sens. On dira qu’ils

vibrent en phase.

Envisager les cas limites suivants : m2 — 0 ; m1 — o0 ; mi1 — mo.

> m—0:

la branche optique disparait, il n'y a plus qu"une branche de dispersion

I I | I
: Xon-1 : Xon+1 : :
: My : my Lmy |
] | ! |
O |
: Uon-1 : Uon+1 : Uon+3 :
| I | |

On retrouve une chaine linéaire a 1 type d’atome, une périodicité de 2a

dans le réseau directe et 77a dans le réseau réciproque
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—— branche optique
—— branche acoustique

7x10™ -
6x10™ 4
T 5x107 A
T ]
8  4x10°A 12
® | (2k/m 1)
o 13 |
S 3x10
ﬂ 4
n:_s 2x10" -
1x10™
04
_T[/2Ia : . ITE/23.
-1,0x10"°  -5,0x10° 0,0 50x10°  1,0x10"
module du vecteur d'onde ¢ (m™)
> mi— oo

on a ne masse m: qui oscille entre 2 ressorts de constante de raideur k
mim

——2 — m, donc la branche

Par ailleurs la masse réduite tend vers mau = —
1 2

acoustique s’effondre et il ne reste plus que la branche optique avec une

fréquence unique.

— branche optique
branche acoustique

7x10"

6x10" -

5x10" - (2k/m, )"
4x10"

3x10" 1

Pulsations o (Hz)

2x10"

1x10™ 4

-m/2a __Inl2a

-1,0x10°  -5,0x10° 0,0 5,0x10°  1,0x10"
module du vecteur d'onde g (m™)

> mi— me
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on retrouve les mémes fréquences que pour la chaine linéaire a 1 type

d’atome, avec une périodicité formelle de 2a. Il y a «repliement » de la 1%

zone de Brillouin sur elle-méme pour former une périodicité de 7/a

5) Quel est le vecteur d’onde correspondant a la vibration représentée sur le

graphique ci-dessous ?

II. Vibrations Transversales

: : ' ' '
| | |
: Xon-1 Xon : Xon+1 Xon+2 | X2n+3 on+d | X2n+5 b6 |
m m m m, | m m, | '
I 1 2 I 1 2 1 2 m m
| | 2
Ot e e+
> > |
| — — > > | —_— o
| | ° I
|
| Uz Hon : Uoner Uy : Uan+s o : Uy Hons s :
I I
I I I

Pour des déplacements transversaux, la force de rappel est proportionnelle a I’angle

0 défini par : 5,14 = — C6

Uon+3

On désigne par van et vani les déplacements transversaux des atomes (2n) et (2n+1)

autour de leurs positions d’équilibre, v, et v,,41 <<a

1. Ecrire les équations du mouvement de ces atomes. En déduire les courbes de

dispersion des modes transverses.

2. Les atomes de la chaine sont supposés avoir des charges (+{) pour l'atome de

masse m: et (-C) pour I'atome de masses mi. Lorsqu’on soumet la chaine a une

onde électromagnétique définie par: E= Eoej(a"t_qlx), q'<< n/a, que deviennent

les équations du mouvement ? Avec E // direction de van.
3. On cherche des solutions de la forme :

Vonsq = By e/(@t=a%) avec x = 2na

VUon = BZ ej(a)t—qx)
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Quelles conditions doivent satisfaire @, @', g et g” pour que les équations du

mouvement soient solubles ? Ces conditions étant satisfaites, calculer B; et B,.
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2) Conditions cycliques de Born — von Karman :
Soit un cristal cubique de 1 mm de c6té, de périodicité a =3 A

Cristal : volume V =102 A3, surface S = 6.10 A2
Cellule cubique élémentaire :
vol. v #30 A3, surf. s # 10 A2

Le nombre d’éléments chimiques élémentaires dans le cristal est :
No # V/v # 3.10"

Le nombre d’éléments chimiques élémentaires a la surface du cristal est :
Ns # S/s #6.101

Ns << Nv donc dans une premiere approximation on peut négliger les effets des
atomes qui se trouvent a la surface du cristal. On affectera ainsi arbitrairement un
état de vibration identique a deux atomes situés a deux extrémités opposées du
cristal. Dans le cas d’une chaine linéaire a N atomes cela revient a refermer la

chaine sur elle-méme (d’ou la dénomination de « conditions cycliques »).

F1G. 22.6 — Condition aux limites périodigues de Born-von Karman pour une chaine
linéaire

Dans ce cas les états de vibration u» du nm atome et unn celui du n+N me seront

tels que :

un — Aej[at—qna] — un+N — Aej[ai_q(n"'N )a]
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Ou § représente le vecteur d’onde

Ce qui impose : qNa = 27p , p entier relatif, d’ou

2
qua

Il y a quantification du vecteur d’onde.
Les courbes de dispersion sont donc discontinues et constituées de points espacées

de fagon équidistante de N—”
a

+ + + branche optique
* branche acoustique

7x10" 1
] PN 17 A
6x10" o (2K
< ] © ) 1/2
T 5x10"- (2k/m.)
ci 4x10"™ 1 1/2
S | ., —(2k/m.)
= . 2 '
T 3x10" 1 . - -
w . Na -
S 1 ’ .
- 2x10" -
1x10™
0 e
nf2a ____ Inl2a
-1,0x10"°  -5,0x10° 0,0 50x10°  1,0x10"™

module du vecteur d'onde q (m'l)

II1. Notion de « phonon »

1) Quantification des modes propres
De méme qu’on écrivait comme suit le Lagrangien dans le cas d’un systeme a n

atomes dans I'espace a 3 dimensions :
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on écrit le Hamiltonien correspondant de la fagon suivante :

3n

1 \ 2 2
H=T+V =EZ(Qi +2,Q2)
i=1
ou Ai = @’ représente les pulsations des modes de vibration. On admettra

facilement que pour un cristal a N mailles, contenant chacune s atomes (1 = Ns
atomes en tout dans le cristal), dans l’espace a 3 dimensions, on a 3s courbes de
dispersion (branches). Le Hamiltonien peut alors s’écrire de la fagon suivante

(toujours en sommant sur tous les modes de vibration) :

N vecteurs
1 d'ondeq 3s

H=T+V =3 > Z(Q*rq Qu + W5Q* qu)
q r=1

ou la premiere sommation concerne les N vecteurs d’onde de la 1% zone de
Brillouin, et la deuxiéme somme porte sur les 3s branches des courbes de
dispersion.

Ci-dessous sont représentées les courbes de dispersion des modes de vibration

dans le silicium et le germanium cristallins
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Fig. 4.2 (a) Density ol states and (b) phonon dispersion curves for diamond cubic Si (or Ge) calculated
using the Born potential. The dotted lines indicate the origin of some Van Hove singularities in k-space.
Ihe maximum frequency is given by @, =/ (82/M) (Thorpe 1976).

(a) : densité d’états

(b) : Courbes de dispersion pour le silicium (ou le germanium) en structure cubique dite « diamant »

On montre en mécanique quantique que 1'on peut introduire le moment conjugué

oL

3 *
de Lagrange Prq 5Q =Q rq (correspondant a la quantité de mouvement),
rq

d’ou:

N vecteurs
1 d'ondeq 3s

H=T+V :E Z Zl(P*rq I:)rq +a)r2qQ*rq qu)
q r=

On reconnait ici que le Hamiltonien est écrit sous la forme d'une somme de
Hamiltoniens d’oscillateurs harmoniques. Le systéeme (le cristal) apparait donc
comme un ensemble de 3Ns oscillateurs harmoniques, chacun étant caractérisé

par I'énergie moyenne suivante :
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E. = g+1ha)
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ou g dépend de la température T et représente le nombre d’oscillateurs
élémentaires de pulsation @y

Il nous reste a déterminer ce que g représente.

2) Occupation des niveaux d’énergie
On montre en physique statistique que g dépend de r et de g (donc de la courbe
de dispersion sur laquelle se trouve le mode de vibration et du vecteur d’onde de

celle-ci), et se met sous la forme suivante :

g suit la statistique dite de « Bose-Einstein ».
L’énergie moyenne contenue dans le cristal et due aux modes de vibrations de

pulsation wr sera donc :

Ce sont les travaux de Igor Ievguenievitch Tamm (Prix Nobel de Physique 1958) qui
ont ainsi fait apparaitre en 1930 l'idée d’'un quantum de vibration, caractérisée
par I'énergie hw,, et 'impulsion §. En 1932 Yakov llitch Frenkel propose, par
analogie avec le « photon », quantum de vibration électromagnétique, de baptiser
« phonon » le quantum de vibration mécanique.

Chaque point des courbes de dispersion @ = f(q) correspond a un phonon.
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g est le nombre de pseudo particules de vibration, de phonons, identiques.

Puisque le phonon suit la statistique dite de Bose-Einstein, c’est un boson. Cela
signifie que le nombre de phonons dans le méme état de vibration a un endroit
donné de l'espace peut étre mathématiquement infini, et a température T il est

égal a gr(T), donné ci-dessus.

IV. Exemple de propriété dont les « phonons » permettent de rendre compte : la

chaleur spécifique

On peut assimiler 'énergie de vibration d’un matériau a son énergie interne. On

écrira donc:

_ 1
X i rq

Dans le modele simplifié, dit d’Einstein, chaque atome dans un cristal est
considéré comme un oscillateur indépendant de ses voisins. Ce modele abusif
revient dons a supprimer toute propagation des phonons, et puisque tous les
oscillateurs sont ainsi rendus identiques, il n'y a plus qu'une seule valeur de la
pulsation : av

Chaque atome vibre dans les 3 directions de l'espace, il y a donc 3N oscillateurs
dans le cas d'un cristal a N atomes.

Cette hypothese donne les courbes de dispersion suivantes :
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2n+

On remarque que ce modele n’est pas absurde pour les branches optiques des

courbes de dispersion.

3N 7

Avec U=U,+— D | et C, =Y il vient
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soit : |C, = 3Nk,

si le nombre d’atomes concernés est celui d’une mole, alors : N=N

nombre d”Avogadro, et
Co=3N ks=3R constante des gaz parfaits

On retrouve le résultat des gaz parfaits, ce qui n’est pas étonnant car

I'hypothese faite par le modele d’Einstein correspond exactement a ce cas.
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\ Lo (e,
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Ce résultat s’écarte notoirement de la réalité, ce qui n’est pas étonnant car a
basse température, ce sont les niveaux d’énergie les plus bas qui sont les plus
peuplés, c’est-a-dire ceux des phonons acoustiques, que le modele d’Einstein

ignore.

Il existe d’autres modeles permettant de rendre compte de la chaleur
spécifique des corps, notamment celui de Debye, mais que nous ne
développerons pas ici car ils sont hors sujet par rapport au programme de ce

cours.

Ce qu'’il faut retenir de ces derniers éléments est que l'aptitude d’un matériau
a stocker de la chaleur provient des modes vibrations dont celui-ci peut étre le

siege. C'est « dans les phonons » que le matériau stocke la chaleur.

Le modeéle harmonique (ou « élastique ») de description des milieux denses,
avec sa notion de phonon, ou plus généralement de modes de vibrations,
permet de rendre compte d'un grand nombre d’autres propriétés physiques
(diffusion atomique, conductivité thermique, conductivité électrique,

supraconductivité, etc...).
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